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Ueber symbolische Darstellung algebraischer 
Formen. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 


$. 1. 


Methode zur symbolischen Darstellung algebraischer Formen 

In 55°” Bande dieses Journals ist Herr Arorhold in Bezue auf die 
Grundformen der homogenen Funelionen dritter Ordnung mit drei Veränder- 
lichen von einer sehr merkwürdigen symbolischen Ausdrucksweise derselben 
ausgegangen. welche ganz besonders geeignet scheint die wahren Eigenschaften 
solcher Formen darzulegen. Ich habe im 58 "" Bande dieses Journals p. 117 
kurz einen allgemeinen Beweis dafür angedeutet. dass die angegebene sym- 
bolische Gestalt nicht nur diesen speciellen Formen. sondern allen Invarianten. 
Covarianten. Zwischenformen und zugehörigen Formen zukomme. wie eross 
auch der Grad und die Anzahl der Veränderlichen in der ursprünglichen 
Function sein mag. Es ist sogar vielleicht zweckmässig, überhaupt diese 
symbolische Darstellung als Definition solcher Formen zu Grunde zu legen. 
da alle bisher bekannten Eigenschaften derselben aus dieser Form fast ohne 
Weiteres hervorgehen. während zueleich neue Eigenschaften und Anwendungen 
zahlreich daraus entspringen. Solche Anwendungen enthält bereits die Ab- 
handlung des Herrn Arorhold in Menge: es ist der Zweck der gegenwärtigen 
Abhandlung. namentlich auf den Nutzen aufmerksam zu machen. welchen man 
für die Theorie der Elimination aus dieser Darstellung ziehen kann. 

Die erwähnte Darstellung besteht in Folgendem. Sei J eine beliebige 
ganze simultane Invariante von homogenen Funetionen %, w, .... deren Ord- 
nungen beliebig sein können. wenn nur die Anzahl der Veränderlichen überall 
dieselbe ist: d. h. es soll J eine derarliee eanze und rationale Funelion der 
Coefficienten aller dieser Functionen sein. dass. wenn man in g, w,... slall 
der Veränderlichen lineare Functionen derselben einführt. und in J dann die 
früheren Coefficienten durch die neuen ersetzt. dieses in dieselbe Funelion der 
neuen Coefficienten übergeht. welche es ursprünglich in Bezug auf die alten 
Coeflicienten war, nur multiplieirt mit einer Potenz der aus den Coelficienten 
jener linearen Substitutionen gebildeten Determinante. 

Ersetzt man nun in passender Weise die in J vorkommenden Coel- 
ficienten durch symbolische Producte. indem man, durch m, »,... die Ord- 
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nungen von p, w, bezeichnet. die in Bezug auf die Veränderlichen 


Xi= #9s 2... x, identischen symbolischen Gleichungen einführt: 
y= (a +++ +a,r)”"= (bb +bm+ + +b,2,)"=':, 
/ ! N \n I z M 5 t ww , a 
p: (I, Tr aD: T**T 0,%,) = (PıHı n/a Ca le Pa ,) = ? 


so kann man immer J als ein Aggregat von Determinantenproducten darstellen. 
in denen die verschiedenen Reihen der einzelnen Determinanten Reihen der 
symbolischen Coeffieienten. z. B. 

Gt 
sind. und wo ausser den in diesen Determinanten enthaltenen symbolischen 
Coefficienten nur noch numerische Constanten auftreten, in welche die einzelnen 
Producte multiplieirt sind. 

Wenn man diese Darstellungsweise für Invarianten bewiesen hat. so 

ist sie für zugehörige Formen selbstverständlich. Denn wenn etwa 

Br Zr RE 
die Veränderlichen der zugehörigen Form sind, so kann man dieselbe immer 
als Invariante betrachten, für welche zu den anderen Functionen g, w, .... aus 
denen sie gebildet ist. auch noch die Funclion 

u, Cı TI Tr’ TU,8, 
hinzutritt. Man hat also dem Obigen nur hinzuzufügen, dass, wenn J eine zu- 
vehörige Form wird, auch die Reihe 

7 Pu 2 
in einigen der symbolischen Determinanten vorkommen kann. 

" Aber die Darstellung gilt mit geringer Modification auch für Covarianten 
und Zwischenformen; und zwar darf man wieder nur von den ersteren sprechen. 
indem die Zwischenformen zu diesen genau in demselben Verhältniss stehen 
wie die zugehörigen Formen zu den Invarianten. Bei Covarianten tritt nun 
zu der Darstellungsweise,. welche für Invarianten gegeben wurde, noch dies 
hinzu, dass die verschiedenen Determinantenproducte mit einigen der sym- 
bolischen linearen Ausdrücke 

40 mm ++ +AT,, 
Ct oI2 + '+0,7,, 
elc. 
oder mit Potenzen derselben multiplieirt erscheinen. 

Aber durch eine kurze Ueberlegung zeigt es sich, dass auch dies selbst- 

verständlich ist, sobald der Satz über die Invarianten bewiesen worden. Denn 


= 
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seizt man. durch die £ irgend welche r Grössen bezeichnet. 


(2) „(r—1) 


A + 3 5, $ ns Ri 
und 
oA oa of 
4 re IH _ nn 4% - . . ° - ss 
08 os 
so hat man die Gleichungen: 
' En yes en 
ö N _ ST, sold PEN Er, v). 
) (2) (2) 23 
m Sı Tı l S) Fr I ... S, L, 0). 
\ „(r—1) . ( 1) „(r—]) 
9, Tıt 9 2ut'7t5, r v0. 


Eine jede gegebene Covariante muss nun bis auf einen von der Translor- 
mationsdeterminante abhängigen Factor unverändert bleiben. wenn man stall 
der x lineare Funetionen A derselben. und statt der Coeflieienten von g, w. 

die nach Einführung der A auftretenden entsprechenden Coeffieienten substituirt. 
Aber zugleich mit den Substitutionen für die x kann man auch an Stelle der 


= solehe lineare Ausdrücke derselben Z einführen. dass auch 


i nr zer Minh 
’ 7 — Bf 1 u A ii . 
h) mu 2) r u (2) r (2) r 
Tl = A, Te A a, A, R 
7‘ 1) _— | X, E X -, % 
nnd wenn man dann 
— nm el) 
—— 5 1 . . * ap 
setzt. so ist wieder 
R 10V \ 1 0V i I ov 
e 8, A; & Oi, ; U 05, 


durch € die Transformationsdeterminante bezeichnet. Die 2 müssen also in 
dem neuen Ausdruck der Covariante ganz ebenso vorkommen, wie ursprüng- 
lich die 5, weil die X darin eben so vorkommen sollten wie ursprünglich die 


x: ausserdem aber erscheint dann bei der transformirten Form der Covariante 


der Factor 7 eben so oft. als der Grad der Covariante in Bezug auf die 
Sinheiten hat. Da nun nach der Definition der Covarianten die ursprüngliche 
und die transformirte sich nur durch eine Potenz der Transformationsdeterminante 
unterscheiden sollen. so trifft eben dies noch in Bezug auf die beiden Formen 
zu. in denen einerseits die &, andrerseits die Z eingeführt sind, nur dass die 
Potenz der Transformationsdeterminante eine andere geworden ist. 

1 5 


. r 
Ki 23 
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Genau betrachtet ist also die neue Form der Covariante entstanden. 


indem man die Covariante als simultane Invariante der Funclionen , Ww, ... 


79, ... 70 angesehen, und statt der ursprünglichen Coefficienten dieser 


Funetionen die neuen. durch die linearen Substitutionen hervorgerufenen ge- 


selzt hat. Man kann also eine Covariante jederzeit durch eine Invariante er- 


setzen, indem man den erzeugenden Functionen r - 1 neue lineare Functionen 


, hinzufügt. 


Wenn man nun dieser Invariante die oben angeführte Darstellung giebt. 


so müssen in derselben Determinanten wie 


_ ER TR U 1) 
ta 6 +...8, 


vorkommen. welche mit anderen, von den 5 unabhängigen Determinanten multi- 


plicirt sind. Da nun die obige Determinante nichts anderes ist als 


dt, 2; T d,.0) ] ER N d, Urs 


so zeiel sich. dass wirklich bei den Covarianten nur Factoren dieser letzten 


Art zu den symbolischen Determinanten hinzutreten können. 


Es kommt also nur darauf an. den Salz in aller Strenge für Invarianten 


zu beweisen. Und dies eeschieht am leichtesten. wie ich es im Folsenden 


auseinandersetzen werde. indem man zugleich die geforderte symbolische Dar- 
stellung wirklich leistet. Ich werde mich dabei der Hauptsache nach an den 
(rang anschliessen. den ich für den Beweis in der erwähnten Abhandlung an- 


oedeutel habe. 


Zurückführung auf die Betrachtung linearer Funclionen. 


Bezeichnen wir durch die Buchstaben y, w, .... an welche man sich 


beliebige untere Indiees angebracht denke, zugleich die Coeflicienten der homo- 


genen Funetionen, die oben durch g, w, bezeichnet wurden: und sei 


J(y.r,..., eine gegebene ganze simultane Invariante dieser Functionen und eine 
homogene Function sowohl der Coeffieienten y als der Coeffieienten dv u. s. w. 


Denn sollte J aus mehreren Theilen bestehen. für welche zusammen _ diese 
IIomogeneität in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen nicht erfüllt 
wäre. so nmiüsste jeder einzelne Theil. für welchen sie stattfände, für sich 


eine Invariante sein. und man würde dann jeden dieser Theile abgesondert 


betrachten. 
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In Folge der linearen Substitutionen 


' z 't yr (") wr(r) 
(r) 


(1.) u _ X +09X" +“ 6 =. 


ö ” (r) r(r) 
zz, = X +c, X" +... +0, X 


mögen nun g, WW, übergehen in P, 7, .... Ist dann noch 
A in (7) 
Be Ze, 


so wird J als Invariante definirt durch die Gleichung: 
(2.) I, %,..) = 0*%.J(g,v,...). 
wo 9 eine beliebige positive ganze Zahl bezeichnen kann. 
Variiren wir in der vorstehenden Gleichung jetzt die Coefficienten g. 
wodurch also auch die & Veränderungen erleiden. während die c conslanl 


bleiben sollen. so erhalten wir eine Gleichune von der Form 





ID, WW...) N’ 6 TREE Er 
z- eh: ee ER dp. 

oo» op 

Betrachten wir jetzt die d$ und dy als Coefficienten einer neuen Funelion. 


welche von demselben Grade wie g ist. so stellt die Summe 
‚0J 
u "7 -04 


of 


offenbar der obigen Gleichung wegen wiederum eine simultane Invarianle von 





y, Ww, ... und dieser neuen Function dar. Und umgekehrt geht diese neue 
Invariante in die frühere über, multiplieirt mit einer reinen Zahl. sobald man 
die neue Function wieder in g selbst übergehen lässt. 

Variirt man die neue Invariante wieder in Bezug auf die noch darin 
enthaltenen Coefficienten von y. und setzt an Stelle der Variationen die Coel- 
ficienten einer neuen Function. welche abermals von demselben Grade wie y 
ist. so erhält man eine neue simultane Invarianle. welche ausser g noch zwei 
neue Functionen derselben Ordnung enthält. deren Coeffieienten in der In- 
variante nur auf lineare Weise vorkommen. 

So kann man offenbar fortfahren. bis sämmtliche Coeffieienten von q 
aus der Invariante verschwunden sind. Man hat dann eine neue Invariante 
vor sich. welche die Coefficienten von eben so viel neuen Funetionen von 
gleicher Ordnung mit g enthält, als der Grad der ursprünglichen Invariante 


in Bezug auf die g betrug: und von welcher man in jedem Augenblicke zu 


J. multiplieirt mit einem numerischen Factor. zurückkehren kann. indem man 
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diese neue Funelion in g übergehen lässt, d. h. indem man statt ihrer Coef- 
licienten die Coeffieienten von g schreibt. 

Durch ähnliche Operationen gelingt es die Coefflieienten von w fortzu- 
schaffen. so wie von allen anderen Functionen, welche bei der Bildung von 
J etwa noch benutzt sein sollten. Und so erhält man eine symbolische Dar- 
stellune von J durch eine neue Invariante. welche sich auf eine grössere 
Anzahl von Funelionen bezieht. welche für jede von diesen linear ist. und 
welche. sobald man dieselben gruppenweise in y, %, ... übergehen lässt. in 
J übergeht. multiplieirt mit einem numerischen Factor. 

An Stelle der neu eingeführten Funetionen kann man jede beliebige. 
in Buchstabengrössen ausgedrückte Funelion von passendem Grade setzen. da 
man von solchen immer zu den ursprünglichen Funetionen zurückzukehren im 
Stande ist. So kann man. wie hier geschehen soll. als solche neue Funetionen 
immer Polenzen linearer Ausdrücke einführen, z. B. 

op = (va tm + -+a,8,)": 
die neue Invariante wird dann offenbar eine simultane Invariante nicht 
blos dieser Potenzen sondern auch der linearen Ausdrücke selbst sein. für 
deren Coeflieienten sie respeclive von der m”, n“", etc. Ordnung ist. Und 
man kann immer aus der neuen Form zu der ursprünglichen Invariante zurück- 
kehren. indem man an Stelle der Producte 
G:;0rQ@ı...,  EIC., 
welche in der Entwickelung des Ausdrucks 
(404024 -+a,r,)” ele. 

als Coellicienten auftreten. die entsprechenden Coelflicienten von g selzt. Man 
kann also jede Invariante als simultane Invariante linearer Ausdrücke symbolisch 
darstellen. 

Während hier die ursprüngliche Invariante zunächst aul eine andere 
zurückgeführt wurde. welche eine grössere Anzahl von Functionen ent- 
hiell. aber in Bezug auf die Coefficienten einer jeden linear war, kann 
man ganz ebenso diese symbolische Form zurückführen auf eine neue, welche 
sich auf eben so viel lineare Functionen bezieht, als ihre Ordnung in Bezug 
auf sämmtliche Coefficienten Einheiten enthält, und welche für die Coefficienten 
einer jeden linear ist. Und von dieser kehrt man leicht zu der gegebenen 
Invariante. multiplieirt mit einem numerischen Factor. wieder zurück, indem 
man zunächst diese linearen Ausdrücke gruppenweise einander gleich werden 





N | 
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lässt. nach der Ausrechnung aber die Producte der Coeffieienten durch die 
Coeffieienten der ursprünglich gegebenen Functionen in passender Weise ersetzt. 

Diese Vorbereitungen angenommen, werde ich nun zeigen wie die zu- 
letzt aneeeebene Form. d. h. jede simultane Invariante von linearen Funelionen. 
welche die Coeffieienten einer jeden nur auf lineare Weise enthält, als Aggregal 
von Determinantenproducten dargestellt werden kann: wodureh denn zueleich 
erhellt. wie überhaupt jede Invariante eine symbolische Darstellung dieser 
Art zulässt. 

S. 3. 
Invarianten und Covarianten linearer Functionen. 


Betrachten wir eine simultane Invarianle der folgenden o.r linearen 


Ausdrücke: 


(1) (1) (1) (1) 
d — 4A, I; rn 2 79 Tu 8 
\ © PR 7 e 1 aa 
2 - 4, I, r% DT Ta, I, 
(3.) 
(ro) (ro) (ro) (ro) 
A — d, Ti; T dl; I; FRE Ad, " IL, r 


welche linear sein soll in Bezug auf die Coeffieienten jeder dieser Funetionen. 
und sei dieselbe kurz durch J(a) bezeichnet. Führt man in den linearen Aus- 
drücken (3.) statt der Veränderlichen x neue Veränderliche X ein. welche 


mit den vorigen durch die linearen Substitutionsformeln (1.) des $. 2 zu- 


sammenhängen. so wird: 
(z) (2) / ! r = r (‚ ei N 
«d — d, (€ X'- C x" ar C u . 


(!) „, 1 f (r) 
da (6. +6 A TEE 2 ad 


| (2) m ER " ' N (r) (r)\ 
+a® (iX tel X" 4... xl 


() Ü) vw), nee 
en A, X'+A xy® Pr eu 


I 


wo 


() G@) (), OA Ä 
A; = da, CC T% C, zu u 


(Ü) CK) 
L, c, 
gesetzt ist. Versteht man also unter J(A) den Ausdruck. in welchen Ja) 
. R (2) . . ] . ” . , 
übergeht, sobald statt der a, darin die A, eingeführt werden. so ist die 
Gleichung, welche J als Invariante definirt: 
PB; — o %* 
J(A) = 0°. J(a)*). 





= . Y . t s . . vd . . . nd 
; Pod Gleichung wegen muss, damit der Factor C* sich wirklich ausscheiden 
ann, die Anzahl der constituirenden Functionen, wie oben angenommen ist, r.o sein, 
welches die Dimension der ce in C* angiebt. 
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Auf der rechten Seite kommen hier die Grössen e nur in dem Factor 
C“ vor. Differentiirt man also diese Gleichung wiederholt nach verschiedenen 
der e, was im Ganzen r.omal hinter einander geschehen kann. so kann man 


foleende identische Gleichung bilden: 


JA) 
| a EEE RE A a 
9Cı 062 ...0C, -OCı 069 ...06, dc 06: de, 
(4.) se 
’ fa} o’C° 
fe J(a) Zr a re a ge: 
k, k, ig k, en k; zu k, Pr k. Pr ki r lo ” k,. 
oc, 065 ...OC, .OCı 0C2 OC; ..-OCı 00 oC, 
In derselben bedeuten 
U REN TEE 5 VER SEIBEREREE A AO BEE . 
irgend welche der Zahlen 1. 2. ... r: und da in ©’ die ce nur bis zur r.o"" 


Dimension ansteigen. so unterscheidet sich die rechte Seite dieser Gleichung 
von J(a) nur durch einen numerischen Factor. 
Ich multiplieire jetzt die obige Gleichung mit dem Produet der Deter- 


minanten: 
k, I: k. 
2a. 
: k, k 
“arte, i &, e- 
< hi n N 
x2t0 & B. 


Diese sind sämmtlich so zu bilden, dass die oberen Indices als fest angesehen 
werden. die unteren aber in bekannter Weise zu permutiren sind. Dieses 
Produet ist immer Null. sobald irgend in einer der Reihen 


(’) ’) (2) 

k, . j“ r P} . . k, 
zwei gleiche Indices vorkommen. und hat also nur einen Werth. wenn sämmt- 
liche Reihen dieser Art die Zahlen 1. 2. ... r in beliebiger Reihenfolge dar- 


stellen: dann aber ist jede Determinante gleich +-C oder gleich — C, jenachdem 


die entsprechende Reihe 


‚@) (2) ‚(i) 

k, ” k> EC . . . k, 
eine positive oder negative Transformation der Reihe 

a ER 


isi Bezeichnet man durch 
Eu ö 
TE PER 


die Null oder die positive oder negative Einheit, jenachdem einige der k ein- 
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ander gleich. oder. wenn alle ungleich sind, die Reihe 


a ee - 
durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Permutationen aus der Reihe 
a ie 
hervorgeht. so ist 
I J k? 
2a... en, .C 
u 2 r Bi, 


und also obiges Determinantenproduct gleich 


4 ' mr er z VE 0 ner. 
Bi ET 8 EP - 


2y+..Rr ia I 22222 
Hat man nun die Gleichung (4.) mit diesem Ausdruck multiplieirt. und summir! 
alle Gleichungen. welche man auf diese Weise erhält. indem man jeder der 
Zahlen A. Ay. ... 4% jeden der Werthe 1. 2, ... r in allen nur möglichen 
Combinationen beilegt, so erhält man die Gleichung: 


ro 


a'sA) 











ee j a Pr ( N 
\ „kı_| u! k,_ io ii = | 
>’ i0C, 06 °C. .ICı 096% ...06C, OCı O6: oc, 
k, u  * k, BR > > \ 
. KR et rt... re" 0, 
(9.) 
9°C? \ 
\ u l Ad 4 l ut 
= 0° J(a).Z CC, 062 DR + Di ++ ir ++ Oi oC, i 
XE ! € € ) 0 d \ 
| hylayh, A,kay...h, hiykar..h, 


wo die Summenzeichen sich auf sämmtliche den % zu ertheilende Werthe 
erstrecken. 

Ich betrachte zuerst den linken Theil dieser Gleichung genauer. indem 
ich die nach den ec, welche in J(A) explieite nicht vorkommen. auszuführenden 
Differentiationen auf Differentiationen nach den A zurückführe. Aus der Defi- 


nition der A folet. dass 


(2) 
7: . D 
oC 

h 


während diejenigen A, deren unterer Index von k verschieden ist. ei var 
nicht enthalten. Bezieht sich also das zweite Summenzeichen darauf, dass 
sämmtlichen Indices ö der Reihe nach die Werthe 1. 2. ... ro sollen beige- 
legt werden können, so geht die linke Seite der Gleichung (5.) in folgende 
Form über: 
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o*J(A) 
' / Yy 9 RZ RZ Ä „Do „Oo 0 
ij 2 5 iı il) t. | i, i, 
0A ,0A ,...0A,.0A „OA ,„...0A ,...0A,0A,...0A , 
ki k, k, 1 ka k, ki k5 k) 
| ii i k, k, k, 
(6) Zr\ Xu... 24... 





Oo [9 
u %& f k, k k”. 
x 0 ...0,.2+0'0°...C, 


- 


Der in der Doppelsumme enthaltene Differentialquotient ändert sich offenbar 


nicht. wenn man in den beiden Reihen 


. ./ . .! .'/ ./ .d .J 7) 
!ıa ty ww l., !ı» !). 6 lt,» . . . tı» 2. er ?,. 

n N ! zZ) zZ rn [] [ 0 
k, . k; 9 ..% u k, u) k; by) = k, . . . . k\ y k; be) er k} 


gleichzeitig entsprechende Vertauschungen vornimmt, so dass nur niemals 
zwei unter einander stehende Indices getrennt werden. Eine solche Ver- 
tauschung kann auf den Werth der Doppelsumme überhaupt keinen Einfluss 
haben. da sie nur die Bezeichnungsweise verändert. Die durch eine solche 
Vertauschung entstehenden neuen Formen der Doppelsumme müssen also immer 
das nämliche Resultat ergeben. Man bemerkt jedoch, dass z. B. eine Ver- 


tauschung entsprechender Indices aus den Reihen 


: 
re 
senau denselben Erfolg hat, als wenn in dem Product 
u % : u 


tl, il k N 
402 ...0,". 240 0%...C, 


einige der unteren Indices 1, 2...r ihre Stellen wechseln. Durch solche Ver- 
tauschungen kann man aber aus diesem Product im Ganzen r!=1.2...r Pro- 


ducte ableiten: und da der Factor 


k %, k, 
tr & ...0, 


bei jeder einzelnen Vertauschung nur sein Zeichen wechselt, so sind die ent- 
stehenden Producte offenbar keine anderen als die Glieder des Products 


! 


r 


ch i k, ko, k 
Z=+a'0%....0".I+06 62 ...C, 


Indem man also alle diese Vertauschungen vornimmt, und die entstehenden 
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Formen der Doppelsumme (6.) addirt. erhält man als r!fachen Werth dersel- 

ben eine ganz ähnliche Doppelsumme, welche sich von der obigen nur da- 
durch unterscheidet. dass an Stelle des Produets 

PR Ban: k, k, k 

un :..0.:2336%...6 


ı 


r 


das Produe! 


velreten ist. 
Nimmt man jetzt die ähnlichen Vertauschungen bei der zweiten Gruppe 


der Indices 
hr be. . . . ?, 
ei 

und bei allen folgenden Gruppen vor, so erhält man für die Doppelsumme (6.) 


demnach folgenden Ausdruck: 





o*"J(A) 

DEE EEE TE 

OA 0A ,..0A .,.0A „OA ‚„...0A „...0A „OA Rn: 0 

J: k k, k l: 2 l: . k; l; E l; 
) u i k, ko l 
Pe ri x240'04'...0.. 2+06 c,' 
AI 
>> ii do i, k, ‚hy k, 
xetra % u. +6% 64° ...6, 


‚D ‚o ‚Q Q k d 
ie -- i ER k\. 
“are... u' . 2re'a*...e 


Aber nach einem bekannten Determinantensatz kann man ein Product wie 


! 


Age; Fi k, k, k. 
2 +0'a’...0.. 2406 %...c, 


zu einer einzigen Determinante vereinigen. deren Elemente offenbar keine 


anderen als die Grössen A sind. so dass obiges Product übergeht in 


! 


? i 








j 2 r 
Z+A,A,..A,- 
ae k, 
Und hierdurch nimmt endlich obige Doppelsumme folgende Gestalt an: 
0° JCA) 
u ne © e & ie | 
| OA ,0A ,...0A,.0A ‚0A .... OA „...0A „OA 0... 04 e 
— it A Re k, u A m. Mm k", 
(r!)° | ; 
ri; RE RER et 
BR ME BER A. A EA, A,.. Az 
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Ich gehe jetzt zum rechten Theile der Gleichung (5.) über. Hier ist 
zunächst 
C.J(a) = J(A). 
Was aber den Differentialquotienten von C* betrifft. so enthält derselbe jeden- 
Falls das Glied 


e, u Ze .ol. 
FE kıskas...K, hi,har...k, | 


I 2 r 

und man erhält den Differenlialquotienten selbst, indem man diejenigen Indices 
in diesem Gliede auf alle Weise vertauscht. welche zu Grössen e mit gleichen 
unteren Indices gehören. und die Summe aller entstehenden Ausdrücke nimmt. 
Ich bezeichne diese der Kürze wegen durch 


o! 4 0 
S > x : Zi 
kı; TEE 


In der Gleichung (5.) erscheint dieser Differentialquotient multiplieirt mit 


Er, FREE RE > s. 
ee Da 7 SE RER» 


Aber da derselbe ungeändert bleibt. wenn man die verschiedenen %k mil ein- 
ander verlauscht, deren e denselben unteren Index haben, so ist in der Summe 
der rechten Seite von (5.) dieser Differentialquotient nicht nur mit dem oben 
bezeichneten Factor multiplieirt. sondern auch noch mit allen, welche durch 
Vertauschung solcher Indices # aus demselben hervorgehen. Und da eben 


a bezeichnet wurde, so ist in (5.) das 
1’ wo ZEIE v } 


r 


Aggregat aller derjenigen Terme, welche diesen Differentialquotienten enthalten. 


diese Summe oben dureh 6 


2 
a, e) 
a I EEE DE 


und mithin die ganze rechte Seite von (5.) gleich 


ride; 
ur Sa 2 SIE. 


wo die Summe auf alle möglichen Combinationen auszudehnen ist. welche an 
Stelle der Reihe 4. Aa, ... k; treten können. 


Die angegebene Darstellung des Coefficienten von J(A) ist insofern 
von Wichtigkeit. als sie zeigt. dass derselbe niemals verschwinden kann. Denn 
man sieht leicht. dass mindestens eines der Quadrate. in deren Summe sich dieser 
Coefficient auflöst. von Null verschieden ist. Setzt man z. B. alle Ak gleich 
ihrem unteren Index. so findet man das zugehörige o leicht aus der oben 
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entwickelten Gleichung 


- 
— nn & 


O ! ! 0 - ! = j Pi R _——— - Z—— 
Kıykı,...k, 0: _ k k, k. ki k, h, 


[2 ! OU ;r 0 r , { 


g! (Oc, )’ (0c, )* ...(dc7)“ 
übergeht. Der Differentialquotient ist hier leicht zu berechnen. da er nur von 


dem in C* enthaltenen Gliede 


Eu ...6, 
herrühren kann: und man erhält sonach für das fragliche ©: 


We. o! r oo! r . 


! we; N 


und der oben vegebene 


Es ist also mindestens dies o von Null verschieden. 
Coefficieni von J(A) kann sonach niemals verschwinden. 
Und indem wir jetzt die umgeformten Ausdrücke beider Theile in die 


Gleichung (5.) einführen, erhalten wir: 


ILA) - 1 1 1 
SEN ET Di y 
kit k, k" F 
o’J(A 
(T.) ’ PR. i9 L, i, 2 to , 2 2 m. >) 
cA.,0A .OA,.0OA,o0A oA OA ,0A., A 
“2. u k, k, ki, "2 i N 2 
i ‚ı ® er 7 i, i ER 7 N 
NERHOE.-A:EHA.A,... A EN 7 5 OR. D0 4 
| k, k, k . k hi k “, 


Diese Gleichung enthält die Darstellungsweise. von welcher anfänglich die Rede 
war. Denn der Differentialquotient auf der rechten Seite ist eine reine Zahl. 
oder wenigstens von den A, welche als Argumente der Invariante betrachte! 
werden. unabhängig. Die Invariante wird also wirklich gleich einem Aggregat 
von Determinantenproducten. wie es verlangt wurde. Ich fasse diese Dar- 
stellung zusammen in folgendem 


Theorem Il. 
Ist J eine simultane Invariante von r.o linearen Functionen mit r 
Veränderlichen, in welcher die Coefficienten jeder Function nur auf lineare 
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Weise vorkommen, so differentüre man dieselbe r.omal nach irgend wel- 
chen r.g der r’.o in diesen Functionen enthaltenen Coefficienten, deren 
untere Indices omal die Reihe 1. 2...r, und deren obere Indices die 
Reihe 1. 2... r.o in beliebiger Folge bilden. Sodann sondere man die- 
selben r.o Coefficienten in o Gruppen, in deren jeder die unteren Indices 
1.2... r enthalten sind, und setze stalt jeder Gruppe die Determinante, 
deren Glieder durch Vertauschung der unteren Indices aus der Gruppe her- 
rorgehen. Multiplieirt man dann diese Determinanten mit jenem Dif- 
ferentialguotienten, und bildet alle nur möglichen Producte dieser Art, so 
unterscheidet ihre Summe sich von J nur durch einen numerischen Factor. 


gedachten Differentialquotienten vollkommen 


Da die numerischen Werthe der 
beliebig sein können, sobald von J nichts als die Ordnung festgesetzt ist. so 


kann man den Satz hinzufügen: 


Theorem Il. 


Ten 


Die allgemeinste simultane Invariante der r.0'" Ordnung von r.o 
linearen Funetionen, welche in Bezug auf die Coefficienten einer jeden 
linear ist, erhält man, indem man die Determinanten bildet, welche sich 
ans den Coefficienten der Functionen zusammensetzen lassen, immer 0 von 
denselben multiplieirt, so aber, dass in einem solchen Product jede Coef- 
ficientenreihe einmal vorkommt, und indem man dann diese Producte addirt, 


mit beliebigen numerischen Factoren versehen. 


Den früheren Betrachtungen zufolge ist hierdurch auch die symbolische 
Form aller simultanen Invarianten beliebiger Functionen gegeben. und man 
kann demnach deren eben so viel von einer bestimmten Ordnung bilden, als 
willkürliche Coeffieienten in den Formen des zweiten Theorems auftreten. 
Aber es ist dabei zu bemerken, dass von diesen sehr zahlreichen Invarianten. 
indem man zunächst einige Gruppen der linearen Functionen zusammenfallen 
lässt. und indem man sodann diese wieder durch symbolische Substitulionen 
auf die Coeffieienten von Functionen gegebener Ordnungen zurückführt. eine 
grosse Zahl. oft sogar alle, verschwinden. während andere durch Bedingungs- 
sleichungen mit einander verbunden sind. welche schon in Bezug auf die ur- 
sprüngliche symbolische Form dadurch eintreten. dass gewisse identische Glei- 
chungen zwischen den eonstituirenden Determinanten bestehen. Es scheint 
daher sehr schwierig a priori die Zahl der möglichen von einander unabhängigen 
Invarianten gegebener Functionen und von gegebener Ordnung zu bestimmen. 
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Bei der symbolischen Darstellung von Covarianten trelen nach dem 
Obigen zu den Determinantenproducten noch lineare Facloren: und man kann 


daher in Bezug auf diese folgendes Theorem aufstellen: 
Theorem Hl. 
Die allgemeinste ganze Covariante linearer Functionen ist eine Duneme 
von Imvarianten, jede multiplieirt mit Potenzen der Functionen selbst: 
woraus man denn wieder im Stande ist. auch die allgemeinsten simultanen 


Covarianten nicht linearer Funclionen zu bilden. 


s. 4. 
Beweis eines allgemeinen Theorems über simultane Invarianten. 

Um eine allgemeine Anwendung dieser symbolischen Formen zu geben. 
will ich einen sehr allgemeinen, auf Invarianten (und zugehörige Formen) be- 
züglichen Satz nachweisen, welcher für specielle Werthe von r und für In- 
varianlen einer Function bekannt ist. 

Sei also J zunächst eine simultane Invariante der r.o oben angegebenen 
linearen Functionen, wie sie in $. 3 betrachtef ist. Stellt man dieselbe als 
Aggregat von Determinantenproducten dar, und selzt dann in einem Faelor 
jedes Products stalt der « mit unterem Index h die @« mit unterem Index A. 
wo h von %k verschieden ist, so verschwindet J identisch. Hieraus und aus 
der Bemerkung, dass J für die Coeffieienten jeder Funetion linear ist, für die 
a mit einem bestimmten unteren Index aber homogen und von der 0°” Ordnung. 
ergiebt sich leicht die Richtigkeit der folgenden beiden Gleichungen: 


u; 





2; —4, = 0.J, 
ca, 
oJ > 

2; V. 
od, 


die Summe von ö=1 bis zu ö=r.o ausgedehnt. Diese Gleichungen bleiben 
aber auch noch bestehen, wenn von den linearen Funetionen einige einander 
gleich werden, und in die Summen sind dann nur soviel Glieder einzuführen. 
als verschiedene Gruppen unter den linearen Funeclionen vorkommen. Ich 


nehme an, dass der Reihe nach m, », p ete. Funclionen einander gleich 


werden, wo dann m-+2-+p...=r.o, und bezeichne die Coeffieienten derselben 
respeclive durch a, b, c,.... Die vorhergehenden Gleichungen werden also 


dann zu folgenden: 
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BE Mn Su eg 
Fa j ob, hr de, hT — 0.4, 
0J 04 0J 


b, + 


Cı + ne 0. 


—— Ay + —— u — 
ca, ob, oc N 


Führt man nun statt der Producte 
\ / 3 3, " 
(a) (a,)“: .... (b,) A (b5)' aan etc. 


Coeltieienten von Functionen m‘, »'” etc. Ordnung %, w, ... ein, indem man 
die symbolischen Gleichungen 


()* ()*... = Ana... 
3, \ß, da 
(5,) (6)... = b;3.. 
annimmt. so wird J eine simultane Invariante von g, w,..... und zwar linear 


in Bezug auf die Coeffiecienten einer jeden dieser Functionen. Man sieht dann 
aber. indem man beide Ausdrucksweisen von J, die wirkliche und die sym- 
bolische. mit einander vergleicht, ohne Weiteres die Gleichungen ein: 








0J 0" J 
ata!... 2 — zu ee a ’ 
in (da, ) '(da,) er 
RT X MER AR 5 A 
Pı1:P2°..» 3b —n z 2 r 3 , 
. P, ß,..» (0b,) '(ob,) °'... 


* ” . . . . . ® E . ° 


Da J eine homogene Function m‘ Ordnung der a ist, so hat man bekanntlich: 


Fo BACH u. 0J 


! ! e 
a 5 





oder nach dem Vorigen: 








0J 
J = = (a) (a,)“: ER u 
‘ a er da, ER 
wo die Summe sich auf alle Combinationen der Zahlen «&,. &.... erstreckt. 
welche aus der Reihe 0, 1, 2. ... m mit Wiederholungen gebildet werden 
können. Daher ist auch 
0J ie < &), de, (Ct, oJ 
rk de (a) (a,) > 
h h @,0,... 


und wenn man wieder die symbolischen Substitutionen berücksichtigt: 
6) oJ 


— 2a... gen 
da, h @, Gyr. oa 


a0... 





773 
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hingegen. wenn k von h verschieden ist: 


0J a % oJ 
Ad, —— 7 <=0,.4, u E PER 5 n 
° od, Su Be Eee C Age R ‚te. .&r 


Selzi man diese Werthe. so wie die entsprechenden, für die Funelionen ı etc 
zu bildenden Ausdrücke in die Anfangs gegebenen Gleichungen ein. so wer- 


den diese: 


0.J >o,.a BE... 
@,0,... da, a 
oJ 
I) > 
it ... 
P, PB .. 
> oJ 
0 » 2 790 OR UN —- 
} A © c ©, j 
7 [ 0J 
— |) In _ ABER 
TBB Anl... Bk tl... Ob, 3, 
’ pp h Ti 


Diese Gleichungen bestehen. wie man leicht übersieht. auch dann noch fort. 
wenn einige der Funclionen g, vw, ... einander gleich werden. d. h. wenn die 
Invariante aufhört. in Bezug auf die Coefficienten jeder der Functionen linear 
zu sein. Aber dann sind nur soviel Summen hinzuschreiben. als von einander 
verschiedene Functionen vorhanden sind. 

Die in diesen Gleichungen ausgesprochenen Resultate fasse ich zu- 
sammen in das folgende 


Theorem IV. 
Bezeichnen wir die Coefficienten der Functionen g. w, ... so, dass 


wir diese Functionen aus den Ausdrücken 


n 


1 ++ '++a,t,)"- 


n 


ba +b20+::+b,x,)". 


durch die symbolischen Substitutionen 


. 


ad, ds ... — A & 
@,. 
3 ‘B 
b,' b, 2 b; 3 
entstehen lassen: wo also a,, in der Function w mit x, , ... und in 
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einen aus der polynomischen Entwicklung entspringenden numerischen 
Factor multiplieirt ist. Differentüren wir dann eine simultane Invariante 
dieser Functionen der Reihe nach in Bezug auf alle Coefficienten der- 
selben, und multiplieiren jeden Differentialquotienten mit dem h'er Index 
desjenigen Coefficienten, nach welchem differentürt wurde. _Multiplieirt 
man endlich diese Differentialguotienten wieder mit den Coefficienten selbst, 
und addirt sämmtliche Producte, so entsteht wieder die Invariante, multi- 
plieirt, wenn m, n, p, ... die Ordnungen der Functionen, u, v, 71, .... die 
Ordnungen der Invariante in Bezug auf ihre Coefficienten bedeuten, mit 
mu + nv + pr... 
s 

was immer eine ganze Zahl ist. Multiplieirt man aber jeden Differential- 
quotienten nicht mit dem Coefficienten, nach welchem er genommen ist, 
sondern mit einem anderen derselben Function, in welchem jedesmal der 
h'* Index um 1 erniedrigt, ein bestimmter anderer aber um 1 erhöht ist. 
so ist die Summe aller dieser Producte immer identisch Null. 


Symbolische Darstellung der Eliminationsresultante zweier Gleichungen desselben Grades. 

Da jede Eliminationsresultante zugleich eine simultane Invariante aller 
derjenigen Functionen ist, deren gleichzeitiges Verschwinden auf jene Resul- 
tirende führt. so muss auch die linke Seite jeder Gleichung. welche aus der 
Elimination entspringt. als Aggregal symbolischer Determinantenproducle dar- 
stellbar sein. und es ist dies eine fundamentale Eigenschaft solcher Gleichungen. 
Man könnte selbst. da die Form der Eliminaltionsresultante hiernach bis auf 
sewisse numerische Coeffieienten bekannt ist, das ganze Verfahren jeder Elimi- 
nalion auf die Bestimmung dieser numerischen Werthe reduciren. 

Man kann indess auch für die directe Elimination von dem Gebrauch 
der symbolischen Formen einen nicht unerheblichen Nutzen ziehen. Im Fol- 
senden wird immer vorausgeselzi werden. dass eine Eliminationsresultante 
bereits in der oben entwickelten symbolischen Form vorliegt; und da der 
Weg. welcher in den vorhergehenden Paragraphen zu diesem Ende angegeben 
ist, doch in Wirklichkeit nicht ohne Weitläufigkeit durchzuführen ist, so kann 
es wünschenswerth scheinen, einen Weg zu finden, der die Eliminationsglei- 
chung unmittelbar in jener symbolischen Form ergiebi. Ich werde zeigen, wie 
man in dem Fall zweier Gleichungen von gleich hohem Grade einen solchen 
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Weo einschlagen kann; und derselbe wird zugleich geeignet sein. über die 
Anwendung der symbolischen Formen überhaupt Licht zu verbreiten. 
ich benutze hierbei die Dezoutsche Eliminationsmethode in der eleganten 
Form. welche Herr Cayley derselben gegeben hat. Die beiden gegebenen 
Gleichungen setze ich in die symbolische Form: 
f(x) =0 = (ar +9)" = (arı + ar)" 
oz) = 0 = (u, + mm) =, 0 +)" =. 
so dass die Producle der lateinischen Buchstaben immer symbolische Ausdrücke 
für die Coefficienten der einen Gleichung sind. die griechischen Buchstaben für 
die der anderen. Nach Herrn Cayley hat man nun die Funelion zu bilden: 
a = IEM -I9 FM 
a x.Y, —YıF: 


/ . . \/ # In ü | » | 
(an r,2,)@y Fey)" — ler RR) Ya; 


Da hier: 
(az, +a4,2,)(ay o,y)— (az, ta,x,)(ay, ta,y, 
he an FE Me: Saar, ! ı Hi 2 Ya, te: ver ME Dad EN H 2 N: 4,0; Ad,0,. 
2, Y, 7 Y, U, 
so kann man die Division wirklich ausführen. und erhält für (2 den Ausdruck : 
(a,24 A,X3)" (o1Yı MH Ya)" = 
=) (a,2,-| A205)" (o,Yı 1 0, Y5)" (a1Yı T d;Y%;) (8, 09105 ) 


‘ —_ i - { | \n—3/ | \Nn—I/ \2 - 
2 = (4,%—4201)\- (a,0ı4 4%)" (9Yı+029)" (ayı ta Y:) (dit; 


(a,Yyı+a, 9)" (0,2, +0:0,)" 


Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen der x und der y. so dass 


| = pe „h s—h— k rn 
2 — =Z2c, 2% y,Y. ß 


wo die Summen für % und k von O bis »—1 zu nehmen sind. so ist dann 
die Eliminationsresultante die aus den ce gebildete Determinante: 


| Cyı Cu . . . C,„ 1.0 
ER Cı Ci 1 | 
Coy,n 1 CL n—ı ... C.—1,n—1 





Man muss aber darauf achten, so lange man sich noch der symbolischen For- 
men bedient. in jeder Reihe dieser Determinante andere symbolische Buch- 


staben einzuführen, damit bei der Ausrechnung keine Verwirrung eintrete. 
3 * 
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Man kann also etwa in der ersten Horizontalreihe die Buchstaben «, «, c 
anwenden. in der zweiten dieselben mit einem oberen Index 1 versehen, in 
der dritten mit einem oberen Index 2. u. s. w. Da aber schliesslich für alle 
diese Buchstaben dieselben Substitutionen ausgeführt werden sollen. so kann 
man die Bezeichnungen auch vertauschen. ohne dass das Resultat eine Ver- 
änderung erfährt: d. h. man kann die oberen Indices O0. 1....»-— 1 bei den 
a, e@, e auf die Horizontalreihen der Determinante in beliebiger Weise ver- 
heilen. Man kann endlich, statt die obige Determinante gleich Null zu setzen. 
auch die Summe aller dieser verschieden bezeichneten Determinanlen ver- 
schwinden lassen. da dieselben doch schliesslich alle auf den nämlichen Aus- 
druck zurückkommen. Und betrachtet man diese Darstellungsweise genauer. 
so sieht man, dass die Eliminationsgleichung die Form eines Entwicklungs- 
eoeffieienten annimmt. nämlich gleich wird dem Coeffieienten von a.w. u... u" » 
der Entwicklung der aus den Grössen 
uc, tue, tu'c, + tut Pen D 

oebildeten Determinante. 

Wenn man den Ausdruck von (2 ins Auge fasst. so bemerkt man. 
dass jedenfalls sich aus der Eliminationsdeterminante der Factor 

(9 — 00) (; —a,a,) (a a — ala)... (dl a u 

absondert; jede Reihe in jedem Glied des TE Entwicklungscoeflicienten 
enthält einen Factor dieses Produets als gemeinsamen Theiler. Man wird 
daher lieber statt des oben eingeschlagenen Weges die Eliminalionsresultante 
zunächst in der Form 

0 = 9.(, — 0,0) — ,a)...(a, ET a 
darstellen. wo © der Coeffhieient von a.«'.a”... u" wird in der Entwicklung 
einer Determinante, die sich von der früheren dadurch unterscheidet, dass bei 
der Bildung der ce der Factor a,0;— c,a, aus 2 ausgeschieden wird. Oder 


mit anderen Worten. setzen wir 


a q 
2 = (1, —-am)ZEc,n, ec" yiyı i 
so wird 9 in der aus den Grössen 
Le 2° 1... Lauer D ze 
%.C,,+%.C,, u Ch 


vebildeten Determinante der Coeffiecient von u.w...u"». 


Die Grössen e (abgesehen von dem oberen Anden) nehmen unter dieser 
Voraussetzung folgende Ausdrücke an: 


> — . ps en . I) In | D . IE: Be... SR ‚ 
Ex » un ER RR URL ITT 
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wo die Grössen r sich dadurch bestimmen. dass 


h=n—1l 
>> z hun h—1 — - m - \n—m 1/ ji x m en 
er m ©, ana (a,2, Ay 3a, (0,23) + 022)", 
für alle beliebigen Werthe der z. Diese Form der Grössen e erlaubt es. aul 


die Determinante, deren Entwicklungscoeflieient © ist. einen bekannten Salz 


anzuwenden. nach welchem unter gewissen Umständen eine Determinanle ın 


die Summe von Producten je zweier Determinanten zerfällt. Denn da 


f _' N (n—1) „(n—1) _ f . » . ° 
» en _ er. » — . . u 4 ... J 1 
HC, , ruc u EC ur, , j® na "Ba ? h,n—1 


n n n n 6 I) „U | 
Th (ya we 1) _| r‘ 1) „( oo; r | y \\, 


h.0 ae ze h ) hn—ı dk 
so kann man die Determinante dieser Grössen bilden. indem man aus den 
beiden unvollständigen Systemen 
. » » u R ' l 4 n-1 (n—1 -1 ‚(n-1) I 
Ulo0 u) HT, 1 HN n-1 . U 7,0 a U Toı ur . Wr u dr ) 74 NE BR; 

. . 4 » . ' = ' A, R ! n l . n—1 (n-I Mi ı—1 1) r 
ur N Zn 5 Le; u a re AR 
r » . . ' a ’ 4 ’ ! N- E n—1 ıi-1 uf n—i1 (n-I 

EEE EDER DER 5 /AROWEER CH 07 BREI "0 AENIFHOR ' Or MER us 0e u a 
und 
Y r' g . . » . . ‚(n-1) ‚(n-1) nl 
I,n-1l 9 ),n-2 ,..un..3 ")n-1 . Nn-2 + To0 5 ... M u $ pi ) Er 
> b) yn ı,.n—Z 
" ’ D . se „ N ? ‚(n-1) (n-1l) ‚n-1) 
"in-ı » Fın-2 To 5 ın-ı >» Tın2 ++ fu 3 - >». ini ° er ’s 
. . » r N R n. , ‚(n-1) ‚n-1) ‚(r-1) 
nat? Fa-tn-2 4 Pan, a-lzr-19 Tn-ın-2 0 Pal03 9 - : ee a a 


auf alle möglichen Arten die nämlichen » Verticalreihen zu Determinanten 
zusammensetzt, und die Summe der Producte von je zwei solchen zusammen- 
gehörigen Determinantensystemen bilde. Und man erhält sogleich den gesuch- 
ten Entwicklungscoefficienten. wenn man statt I. mit II. das System 


IM. 


n—1 
r\ ) 


"0 » Tyoı --- Mon-ı 3 Too» en, "ORUP NER. GARDE EP IRT I — 

2. 1 ” ” a! { Ru D . 1 n—1 ° n-1) 
Yıo ’ rıı ... "ın-ı be) "ıo . !ıı ... r, n—I “ Be ee ‚& r i ... > f 
N n- 0» 7 ENT; . .! pn ü ‚(n-1) ‚„(n-1) ‚(n-1l) 

n R, n—-1,1 N n-1.n-1 D) r.-1,0» N a-1,1 ..o EURE . 5% it EruZE ! EEE 
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Be 


verbindet. welches gewissermassen das inverse von 11. ist. zugleich aber die 
Bedingung hinzufügt. dass nur aus solchen Verticalreihen Determinanten ge- 
bildet werden sollen. deren obere Indices sämmtlich verschieden sind. und 
also die Reihe O0. 1, 2, ... n—1 in beliebiger Folge darstellen. Und so 


wird schliesslich 











(n-1) (n-1) 
N"; N" ei rd No).n-i-1 N ı.n-r-1 ee ee | 
(n-1) ("-1) 
(-) 3 "ii "ie 3 ae ; N 1n-i-1 N ,n--1 rt er, * 
| ’ (n-1) (n-1) 
I n-1.i a1. ars RE N n-1.n-i-1 N n-1,n-7-1 Bi PER u. DR 
wo die Summe so zu verstehen ist. dass in derselben i, 7, ... «PD alle 
Werthe ©. 1.... »-1 sollen annehmen können. die Gleichheit mehrerer oder 


selbst aller Werthe nicht ausgeschlossen. 

Die Determinanten, in welche © hier zerfällt. lassen sich wiederum als 
Entwicklungeseoeffieienten darstellen. Nach der Definition der r sind diese die 
Coefficienten der verschiedenen Potenzen der z in dem Produet 

a 


Y 5 .7 


wenn 
ya Than. N= 127052 


voeselzt wird. Dehnt man also die zweite Summe über m =0.1....»--1 aus. 





0 ist 
gyen.n—1..n—m+ 1 rY z" z—h-1 f" m zn 
Ra 1.2...m Im ı 2 
4 N.Nn— 1...n—m—1 n—m—L_,m gen 1_m 
zur az 
1.2...m 
— (ul T" — (a 2: +2 )t+(a 3, +-0.2.)r|” 
= (yirnt) = [HS rm) T(R, 2 7 02%)T| 


oder wenn man zuerst nach den z entwickelt. ist 


n.n—1...n—m-1 


1.2...m 





: r, m 


der Coefficient von £”"""'.r” in der Entwicklung von 


(at+aT). (at +a,T)" rt, 


Ebenso kann man die r’ als die Coefficienten der Potenzen der 3’ in dem Product 


Nn—m—1l / m 


! 
(Y) (7) 

ansehen. wo 
y=-a3+%% n7"=m3+%2; 
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vesetzt ist. oder 
e PoemE DEE Peru DEE 
577 N; m 
1.2...m 


als den Coefficienten von (f')" ”"'.(7)” in der Entwicklung von 


| FE FTD A\ E. 
(ve +aT). (an +or "N 





u.s. w. Endlich also ist offenbar die Determinante 


[> 


| ’ (n—1) 
IT): N, PD 
| ; (n—1) 
Ti Ni; ee rad | 
| 
| (n—1) 
| N n- -1,2 N n- L.# ++» ‚a En 1)| 
der Coefficient von 
. mn it . y v (n 1) N ; 1) 
gi 8: (T) Bea ga 1) 7" 1) 
in der Entwicklung von 
n i \n 1 f r ] 
KZ ©) ..0. 0, ))" 
| u: z_,ıın -2 / RER ın—2 ’ 
KZ ©, \®,) ”;, i E z o\” a De 1) 
15 Fi | 3.02 _INn—3, ıı2 (n—ı)y" 3 (n—1) | 
ıo% m; ©) (® > | u 
. nl . 1! 
? 1 ’ ®, pn‘ 1) 
1 
Wo 
‚@) (2), (2) (2) 
©, — a, f 7 C T 
‚@) (),@ () _(@) 
» =@at +9,17 


gesetzt ist. den Entwicklungscoefficienten noch multiplieirt mit 


nn —)!... Ge-D)!(n —ie-1)! 





(n!)” 
Der Ausdruck V ist aber bekanntlich nichts anderes. als das Produe! 
re, Ted dee 
wenn in demselben ö die Werthe O. 1.... »—1. und %k für jeden Werth von » 
die Werthe 0, 1, ...‘—1 erhält. Auf diese Weise erscheint V als ein Deter- 
minantenproduct; aber in Folge dessen ist auch jeder der Entwicklungscoeflicien- 


en von V ein Aggregat von Determinantenproducten, deren einzelne Factoren 
aus den a und « zusammengeselzt sind. Da also jeder dieser Entwicklungs- 
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eoeflieienten die verlangte symbolische Form hat, so hat sie auch © und endlich 
‚ie Eliminalionsgleichung selbst. Ich fasse den Gang. der nunmehr zur Bil- 
dune der Eliminationsgleichung in ihrer symbolischen Form eingeschlagen 


werden kann. in einem Theorem zusammen. 


Theorem \. 
Um die Eliminationsgleichung zweier Gleichungen n!®" Grades mit zwei 


\eränderlichen zu erhalten, bilde man zunächst das Product 
(ALIEN (DL DEN\  _ (OSLO DIN 
IT 9 +99) (UM LEITEN) — (a EN La? Ta +a,’7T")], 


in welchem i die Werthe ©, 1. 2. ... n—1. k aber für jeden bestimmten 
Werth von i die Werthe OÖ. 1. ... @©—1 erhalten soll, und entwickle das 
Product nach Potenzen der t und 1. Sodann multiplieire man den Coef- 
fieienten von 
—1 ; ' "—1 /„I\i 1)\r- Pr Wu . 
f” -1— m. (d - ei (7 )' ER (= di (TU m 
mit dem Coefficienlen von 


1 (n- 


.(n—1) 
ER 


setze dem Product den numerischen Factor 


f'. Zi (DW () vr 


N) nd)... dd lm — iD)! 
(n!)” 


vor, und bilde die Summe aller Ausdrücke, die man auf diese Weise er- 





hält, wenn man den Zahlen i, ö,... i""” alle möglichen Werthe von O 
his n—1 beilegt. Multiplieirt man das Resultat mit 
no u (n—1) (n—?) (n—1) (n—1 
(4% —10)1mR—- 01)... %& —h C ) 
so ist das Product, gleich Null gesetzt, das Eliminaticnsresultat in sym- 
bolischer Form, d. h. man hat das wirkliche, wenn man statt der Producte 
pP ( 'ıPp r\( 
a, a. (a,) (a). ele. 
die Coefficienten der einen, stait 
p 1 IP NG 
03. (01) (5), ele. 


die Coefficienten der anderen gegebenen Gleichung einsetzt. 


Da sowohl von den « als von den a immer » verschiedene Arten vor- 
handen sind. so ist die letzte Eliminationsgleichung wirklich vom n'e“ Grad in 


re ar 


E 
% 
e 
a 
R | 
3 
“ 
6 
. 
2. 
R 
$ 
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Bezug auf die Coefficienten beider Gleichungen *). mithin ohne überflüssigen 
Factor. 


$. 6. 
Besonderer Fall der Diseriminante. 

Einige besondere Bemerkungen erfordert noch der Fall, in welchem 
die Eliminationsresultante in die Diseriminante einer gegebenen Gleichung über- 
geht. d.h. die Bedingung ausdrückt, unter welcher jene Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln hat. Setzen wir für diesen Fall die gegebene Gleichuug in die sym- 


holische Form 


4-1 +1 


0 = (40492) = (0,0%ı + 028,)"}" etc., 


hat man. um jene Bedingung zu erhalten, die x aus den beiden Gleichungen 
= a(00 + 2;)" = 0, (0, 4+%%:)".... 
= a0. +8) = %(d,0ı + 0%8)".. 
zu eliminiren. 
Man betrachtet dann statt der im vorigen Paragraphen angewandten 
Function 2 besser die Function 








) Ca, 7, {| d, 2, )" (@, Yı + &; Y,)" ve; (a, y, | dl; Y,)" (@, @ r®& 2; )" 
I y, —Yı®, 
welche durch Ausführung der Division. dem Früheren ganz analog. übergeht in: 


BE? a 
| (42,40 %,)" (a, Yyıt@2%3)" 


+(a,0, 4 d,X3)" (a, Yı 0 92)" (ayıtayı)(et,- (202) 


+ (a y +2 Ya)" (arten) 


20 — ad, 0, — - dl, 0)" 


Man bemerkt, dass diese Form sich von der des vorigen Paragraphen nur da- 
dureh unterscheidet. dass an Stelle des ersten Factors a; —a,«, hier sein 
(Juadrat getreten ist. Es ist also in dem Theorem des vorigen Paragraphen 
nur der Schluss zu verändern, wodurch man folgenden Zusatz zu demselben 
erhält: 





*) Bei dieser Gelegenheit mag ein Satz erwähnt sein, den man sehr leicht aut 
einen anderen bekannten Satz zurückführt. Ist eine Gleichung durch Elimination aus 
Gleichungen des m,'‘", m,'", ... m„’" Grades entstanden, so ist der Grad der sym- 
bolischen Coefficienten für jede Gleichung derselbe, nämlich m, .m,....m,. Daraus 
tolgt z. B., dass, wenn eine der Gleichungen linear ist, die Coefficiente n derselben in 


jeder der symbolischen Determinanten als eine Reihe vorkommen müssen. Vgl. unten 


8. T folge. 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft. 4 
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Theorem V1. 
Um die Bedingungsgleichung aufzustellen, welche die (Gleichheit zweier 
Wurzeln einer Gleichung des (n+1)'"" Grades ausdrückt, verfahre man zu- 
nächst wie im Theorem V.; multiplieire aber schliesslich nicht mit dem Factor 


rs ’ ' (n—1) (n—I) (n—1) (n—I), 
(4% —00,)(,n—@0,)...(U © a 0% ) 


sondern mit dem Quadrat desselben. Das Resultat, gleich Null gesetzt. 
giebt die gesuchte Bedingung in ihrer symbolischen Form, und die wirk- 
liche Bedingung, wenn man für die Producte 


’ ( ;) \p [ (?) } 
er 


\r () \7 
2) we 


(a) (a 
überall die entsprechenden Coefficienten der ursprünglich gegebenen Glei- 
chung einführt. 

Diese Gleichung enthält » Arten der a, und ebensoviel der «: sie ist also in 

Bezue auf die Coeflieienten der geoebenen Gleichune von der 2» Ordnune. 


und enthält also keinen überflüssigen Faclor. 


.-; 

Invarianten von Funelionen, zwischen deren Veränderlichen eine lineare Relation besteht. 

Die Betrachtung der symbolischen Formen gestattet die Beantwortung 
der Frage. wie die Invarianten von Functionen mit r Veränderlichen mit den 
(Grundformen entsprechender Functionen von r+-1 Veränderlichen zusammen- 
hängen, aus denen erstere abgeleitet sind, indem man eine lineare Funetion 
der Veränderlichen gleich Null setzt. Diese Frage ist für die Geometrie von 
höchster Bedeutung, insofern es sich um die Schnittpunkte einer Geraden mil 
einer Curve handelt. oder um die Eigenschaften eines ebenen Schnitts einer 
algebraischen Fläche. Man kann in dieser Beziehung folgende einfache Be- 
trachtungen anstellen. 

Es sei. in symbolischer Form, 

p= (ar+a0ı +: +a,x,)" 
= (ba+b,014--+b,.2,)" = 

eine Function von r-+-1 Veränderlichen, welche durch die linearen Substitutionen 


z =eX+eX' +... +. ”’xX", 


4 J Pr; (r) (r) 
Tı —— AÄ+tec- ee C Ä * 


N ! f (r) ) 
ArHEL X" 


2 
l 





ER 
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x 
a | 


in 
{ aX + X +. +) X) 
(BXHIKX +. NIX)" 


übergeht. so dass zwischen den symbolischen Coeflieienten die Gleichungen 


(!) (2) (2) 0) 
& - ar rt 8, 
0) () (2) () 
» . (C h 1 C b, —-...— C b, . 
stattfinden. Aus den Transformationsformeln folgt aber auch, wenn 
(‘ ud PEIHA et 


oeselzt wird: 
N [ cC oC ol 
\ + » — N . N » 


.. 
A 
_ 
n 
er 


CE \" De "De Fr de, 


Selzi man nun 


und lässt 
CA=uwrtu2, 4: +u.2,=0 


eine zwischen den .r statlliindende lineare Beziehung bedeuten. so wird unteı 
dieser Bedingung % übergehen in 

f = (a'X' l Aa [o ar) X‘ Ay 
(IX | X" Er pIX \" ‚ 
Eine Invariante dieser Function hat nach dem Früheren immer die symbolische 
Form: 

J 21. (z+«@ß...v). 

wo die #4 Zahlenfactoren bedeuten. Will man in derselben stalt der sym- 
bolischen Coeffieienten &, ?... von (). die symbolischen Coefficienten «a. b 
von g, in der ursprünglichen Form. einführen. so hat man sich nur der eben 


aneeeebenen Substitutionsformeln 


(?) (') (i) (’) 

o -€e 060 AT" '+c, 4, 
(i) 0) & (2) 

BB =eceb+ea b+--+e, b,, 


zu bedienen. Durch dieselben aber geht eine Determinante wie 


Et"... u, 


4 * 
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welche r’ Elemente enthält, in eine Summe von Determinantenproducten über; 


und zwar. wenn man 
P = S+30Öb;...n, 
setzt. wird 

















nit AD 1 ND nr Sm 

Era ß"... yÜ) Bi cc Le ol PEARL 4 or 
“ oc 02 oc, 02, der 0%, 

z OP _ oP N oP 

de - Mı —— +++ m 

03 | I 2 ' Dis 


i 

= Ztuab....H,. 
Die Invariante der Function (y) drückt sich also durch die Coeffieienten der 
ursprünglich gegebenen Function y so aus, dass nur an Stelle der symbolischen 


Deierminanten 
Zr... 


welche sich auf (g) beziehen, die symbolischen Determinanten 
Ztuab;,...n 


ireten,. welche auf 9 bezüglich sind. in denen die Reihe der Indices um einen 


r 


vermehrt ist, und in denen als neue Reihe die Reihe der Coeffieienten des 
segebenen linearen Ausdrucks hinzugefügt ist. 

Dieses merkwürdige und einfache Verhalten führt auf das sehr wichtige 
Theorem VI. 

Wenn man eine Imvariante J einer Function (g) von r Veränder- 
lichen, welche aus einer Function g von r+1 Veränderlichen dadurch 
entsteht, dass zwischen den Veränderlichen eine lineare Beziehung ange- 
nommen wird, durch die Coefficienten von p ausdrücken will, so bilde 
man dieselbe zunächst in symbolischer Form für eine beliebige Function 
von r Veränderlichen, und setze sodann statt jeder ihrer symbolischen 
Determinanten eine andere, welche in jeder Reihe einen Buchstaben mehr, 
und als neue Reihe die Coefficienten des gegebenen linearen Ausdrucks 
enthält. Lässt man in dieser Form dann die symbolischen Producte nicht 
mehr die Coefficienten von (y) sondern die Coefficienten von p bedeuten, 
so ist das Resultat, eine zugehörige Form von y, die gesuchte Invariante 
von (y), ausgedrückt durch die Coefficienten der gegebenen Function y. 


S. 8. 


Invarianten von Functionen, zwischen deren Veränderlichen mehrere Relationen bestehen. 


Das vorstehende Theorem enthält die Lösung oder doch die Reduction 


einiger wichtigen Probleme. Man kann dasselbe zunächst dadurch verallge- 
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meinern. dass man es auf den Fall anwendet. wo mehrere lineare Bedingungs- 
gleichungen eintreten. In der That kann man (4) durch eine weitere lineare 
Bedingungsgleichung in die Form ((y)) verwandelt denken, welche nur r— I 
Veränderliche enthält. u. s. w.; und man wird dann von dem Ausdruck einer 
Invariante einer Function mit möglichst wenige Veränderlichen. ausgedrückt 
durch die Coeffiecienten jener Function selbst. zu Ausdrücken derselben In- 
variante aufsteigen, welche Goeffieienten der Functionen mit mehr Veränder- 
lichen enthalten. indem man die Reihen der Indices in jeder symbolischen 
Determinante immer um 1 vermehrt, und als neue Reihe die Coeffieienten 
eines der eegebenen linearen Ausdrücke hinzufüst. Das letzte Resultat kann 


man dann in folgendes Theorem zusammenfassen : 


Theorem VM. 

Wenn man eine Invariante J einer Function (p) von r Veränder- 
lichen, welche aus einer Function g von r+s Veränderlichen dadurch 
entstanden ist, dass zwischen den Veränderlichen s lineare Beziehungen 
eingetreten sind, durch die Coefficienten von y ausdrücken soll, so bild 
man dieselbe zunächst für eine beliebige Function von r Veränderlichen. 
bringe sie in die symbolische Form und vermehre jede Reihe jeder symbo- 
lischen Determinante um s Glieder, während man als s neue Reihen di 
oefficienten der gegebenen linearen Beziehungen hinzufügt. Lässt man 
dann die symbolischen Produete nicht mehr die Coefficienten von (4 
sondern die Üoefficienten von y bedeuten, so ist das Resultat die ye- 
suchte Invariante, ausgedrückt durch die Coefficienten der gegebenen 
Function. 

Man kann endlich noch die Bemerkune hinzufüsen. welche ohne 
weiteren Beweis einleuchtet: 
Theorem IX. 


Die Theoreme Vi. und VIII. gelten ganz ebenso, wenn eine simul- 


tane Invariante J mehrerer Functionen (p), (w), ... durch die Üoe/- 
ficienten gegebener Functionen Y, w, ... ausgedrückt werden soll 
$. 9. 


Elimination aus Gleichungen, deren einige linear sind. 
Sind eine Anzahl von Gleichungen gegeben 
| we. ; 
aus welchen die Unbekannten z,. &,. ... :x,., eliminirt werden sollen. so 
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ist offenbar die linke Seite der Eliminationseleichung eine simultane Invariante 
von y, w, ete. Sind aber insbesondere s jener Gleichungen linear. die 
übrigen aber respeelive vom m". n". etc. Grade, so giebt das Theorem VI. 
oder IX. einen vollkommen symmelrischen Weg an. diese Elimination auf die 
Klimination von r Grössen aus r Gleichungen vom respeclive m". nn". ele. 
(rade zurückzuführen. Denn redueiren sich 9, vw, ete. mit Hülfe der s linearen 
Beziehungen auf (p), (vr). ete.. so hat man nur eine simultane Invariante 
dieser Funelionen durch die Coefficienten von g, ı, ete. auszudrücken. Dies 
veschieht aber nach dem Vorhergehenden mit Hülfe folgender Regel: 
Theorem X. 

Statt aus r-+s Gleichungen, deren s vom ersten Grade, die anderen 
respeclive vom m’, n’“®, ete. Grade sind, die Unbekannten zu eliminiren, 
kann man zunächst die Kliminationsgleichung für r Gleichungen vom 
min, ne", ete. Grade mit r Unbekannten in symbolischer Form bilden. 
sodann die Elemente jeder Reihe in jeder symbolischen Determinante um 
s vermehren und als s neue Reihen die Coefficienten der linearen Glei- 
chungen hinzufügen. Führt man dann in der so umgestalteten Eliminations- 
gleichung stalt der symbolischen Producte die Coefficienten der gegebenen 
(rleichungen vom m’, n'“", ete. Grade mit r-+-s Veränderlichen ein, so 
is! das Resultat die gesuchte Eliminationsresullante. 

Da die Eliminalionsgleichung zwischen zwei Gleichungen beliebigen 
(irades bekannt ist, und die Reduction einer solchen Gleichung auf die sym- 
bolische Form aus dem Theorem 1. ersichtlich ist. so hat man hiernach eine 
oanz allgemeine und symmetrische Methode. aus beliebig vielen Gleichungen 
die Unbekannten zu eliminiren, wenn nur bei zweien derselben der Grad den 
zweiten übersteigt. Ist insbesondere der Grad dieser beiden derselbe. so 
erhält man die symbolische Form, deren Determinanten nur zu erweitern 
sind. sogleich aus dem Theorem V. 

Das Verfahren wird indess wesentlich vereinfacht. sobald die Elimi- 
nalionsresullante zwischen zwei Gleichungen. auf welche hier Alles zurück- 
kommi. bereits durch andere möglichst einfache Invarianten ausgedrückt vorliegt: 
indem man dann die symbolische Darstellung und Erweiterung nicht an der 
vanzen Eliminationsresultante sondern an den einzelnen Invarianten vorzu- 
nehmen hat. aus welchen sie zusammengesetzt ist. 

Als Beispiel hierfür. und für die ganze Verfahrungsweise überhaupt. 


wähle ich die Elimination aus drei Gleichungen. deren eine vom ersten Grade 
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ist. während die anderen vom zweiten Grade sein mögen. Nach dem Obigen 
hat man zu diesem Ende zunächst die Eliminationseleichung für zwei Glei- 
chungen vom zweilen Grade zu bilden. Seien diese: 

4,8, + 2a 2,0 + 0 V. 

bıaı + 2b, 0% + 5.8; 0. 

Das Resultat der Elimination aus diesen Gleichungen erhält man m 
passender Form auf folgende Weise. Wenn die beiden obigen Gleichungen 
eine gemeinschaftliche Wurzel haben. so kann man sie dureh lineare Trans- 
formation immer auf die Form brineen: 

X(aX-+bY)=0 und X(cX+dY 0. 
Multiplicirt man beide Gleichungen mit beliebigen Factoren « und 9. so Is! 
Determinanle der Summe: 
2oa-+?25e ob+ jd! 
ob-+ Id 0 

d. h. ein vollständiges Quadrat in Bezug auf die Grössen @ und 7. Dieselbe 
Eigenschaft muss auch den Gleichungen in ihrer ursprünglichen Grestalt zu- 
kommen. d. h. die Determinante der Function 

(an t+ Ran + an) -+ Aldi + 2a X + bu 


welehe eleich 
ud; + Pb: ed 1 dia 


0dyp7 Pb «dar 1 Pb 
ist. muss in Bezug auf die «, 5 ein vollständiges Quadrat sein. Setzt man 


daher ./ in die Form 


41 1( Aa’ + BP’ +2CoaP). 
so muss die Gleichung 
AB-CG = 060 
stattfinden. welches daher die gesuchte Eliminationsgleichung ist. Aber es sind 
| | 
‚a, An! 
A=?2| . 
Ay, A| 


2 | bu dia | 
'b5, bar] 


Ay b» 


B= 


Lr dı2) 
du. b,. | 
zu N 


An ba 
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u. 


die drei einfachsten simultanen Invarianten der beiden quadratischen Formen. 
Dieselben nehmen die symbolische Gestalt an: 


a a. b, b,” 
A = | u B — | , ) | 
la; 0;| \Pı Pa\ 
ed | 
= ’ 
b, b.| 





wenn man die symbolischen Substitulionen anwendet: 
a;a, = 0;0, =A;,, 
bb, = Pk = ba: 
Erweitert man nun diese Invarianten nach der Regel des Theorens \X.. 


so erhält man: 


MM u; |" 0 4; f 
A= |, 4a, B=b bb, 
1a; 142) 0;| IPı P: Pa 


|%, %; u; 
= la % |: 


Ib, b, b;| 


und somit ist die Gleichung: 





u u u 5 | | | 2 uf | 
| | | 

( 1 .) a, ds d; | ® b, b, b; | en | | um dl; d; | 
0 0! IPı Pr Pr Ib, bb! 


in symbolischer Form das Resultat der Elimination der & aus den drei Glei- 


ehunsen: 
2 I 2 I 2 N 
(t,,7ı = 5 da To Er As; IT; + 25; Lad, 4 2a;, TI; TC 2 2 2a,% Hi —_ V. 
ba +bo2n:+b305 + 203,00, + 26,00 + 2b = 0. 
u +: +0 = Q. 


Denkt man sich durch die ersten beiden Gleichungen zwei Kegelschnitte dar- 
vestellt. so ist die letzte die Gleichung einer Linie, welche durch einen Schnitt- 
punkt beider hindurchgeht; und die Gleichung (1.) ist demnach die Gleichung 
ihrer vier Schnittpunkte in Liniencoordinaten, woraus die Auflösbarkeit jener 
Gleichung in vier Factoren beiläufig folgt. Aber es ist ausserdem | 


1 Aı App Az U | 
U % U; u | 
| | d;; An Ay U: 
4960 = —?R ’ ; — (0 
| | Az, Ay Ay; U; 
Id, Oo Üs;| | 

uud 








E 
& 
u 





Nee 
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.,. 


die Gleichung des ersten Kegelschnitts in Liniencoordinaten. und 


b.ı di: db; m 


% % 4 
f ur | 9 db. 5 Du, 9; | 
| ) 15 I, _ > 0 
ee Du du Da 9, 
| A m) pA , I- Js 4 
ic a u. m © | 

l 2 3 


die des zweiten. Verschwindet in (1.) einer dieser Ausdrücke. was für die 
acht Tangenten geschieht. welche sich in den vier Schnittpunkten an die beiden 
Kezelschnitie ziehen lassen. so verschwindet auch jedesmal der Ausdruck 


% % U; 
bi a, a, a; | 
b, b, b, 

und es ist also 


C = 0 


u, (Q D3; N d.,b - Sie 2a,,b>;) 2u, u; (8,0. T GB ö Bu Bu 


+2 (A361 + A103 — 2a; b;,) + 2u; u, (a3, 03 + Ab — Anba — Ab; 
1, ad + and — Raab) + 2uı u (Ay 57, + Az, da — Ayda — Un b5; 

die Gleichung desjenigen Kegelschnitts, welcher von den acht, in den vier 
Schnittpunkten beider Kegelschnitte gezogenen Tangenten berührt wird. 

Diese Bemerkungen wollte ich zur Erläuterung des Vorangegangenen 
hier beifügen. 

$. 10. 
Satz über ein System von Gleichungen zweiter Ordnung. 

Ich kann nicht umhin bei dieser Gelesenheit eines allgemeinen Satzes 
zu gedenken. welcher aus der Veralleemeinerung der Methode fliesst. durch 
welche im vorigen Paragraphen die Eliminationsgleichung für zwei Gleichungen 
des zweiten Grades gewonnen wurde. Obeleich derselbe strene senommen 
nicht hierher gehört. so scheint er doch von hinreichendem Interesse. um seine 
Einschaltung hier zu rechtfertieen. 

;s seien r homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit r Veränder- 
lichen gegeben: 


un ar OR 
\. = Fa, 22 
BE 5. 9°, 
(1) 0 = Fa; 2%, 
( 
A = 224, 2;2%, 
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Sobald diese Gleichungen neben einander bestehen. so muss eine Gleichung 
R = 0 

zwischen den Coeffieienten bestehen, welche in Bezug auf jede Reihe der «a 
vom Grade 2” ist. 

Multiplieiren wir jetzt die Gleichungen mit beliebigen Factoren y’,y"...y. 
und selzen 

aytany" te tany = ba, 
und bilden sodann die Determinante 
= Zt un... 
Dieselbe ist von der r" Ordnung in Bezug auf die y, von derselben Ordnung 
für die a, und die Coeflieienten der verschiedenen Potenzen der y in der 
Entwicklung von BD sind die einfachsten simultanen Invarianten der gegebenen 
l"unelionen. Aber wenn die Gleichungen (1.) für irgend ein Werthsystem 
zusammen bestehen können, so kann man dieselben auf unendlich viele Weisen 
durch lineare Substitutionen so transformiren, dass. wenn A,. A,.... X, die 
neuen Veränderlichen sind, in allen gleichzeitig das Glied, welches X; ent- 
hält. verschwindet, wo dann 
PR ep #2 | VE GBR: 
das System gemeinschaftlicher Lösungen angiebt. Bildet man die Determinante B 
in dieser Form. und bezeichnet ihre Elemente durch B;,, sie selbst durch B. so ist 
B = #2, u. 


und B,,=0. Es ist also dann B eine homogene Funclion zweiter Ordnung von 


Bir» B;,, a e 
und es können daher offenbar die Gleichungen 
oB oB oB 
(2.) wer — 0. An — 0. oe 5% en a u 
oy oy f oyv) 5 


neben einander bestehen, da ihre rechten Theile lineare Functionen von 


B\., B;,. EEE B, l,r 
sind. und also die obigen r Gleichungen durch die r—1 Gleichungen 
B\; — 0, B,, B—— 0. Tr B,_ı, — 0 


erfüllt werden. 
Aber die Gleichungen (2.) führen als lineare Combinationen die Glei- 
chungen mit sich: 


OB öB OB 


—(, he 





G) gr. 
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Eliminirt man aus diesen Gleichungen die y, so erhält man eine Gleichung 


wo P eine Function der r(r—1)'"""" Ordnung der Coeffieienten von B ist. d.h. 
der einfachen simultanen Invarianten der gegebenen Funelionen (1.). und so- 
mit eine homogene Function der r (r—1)"""" Ordnung von den Coeflieienten 
jener Funelionen. Da nun die Function A im Allgemeinen nicht in rationale 
Factoren zerlegbar ist. so muss P die Function AR als Factor enthalten: und 
man hal somit das folgende 
Theorem \l. 
Bezeichnet man durch R=V die Gleichung. welche ausdrückt. dass 
r homogene Gleichungen zweiter Ordnung mit r Veränderlichen ein ge- 
meinschaflliches System von Lösungen zulassen: multiplieirt man ferner 
die linken Theile der r Gleichungen zweiter Ordnung mit willkürlichen 
Factoren, und bildet die Determinante der homogenen Function zweiter 
Ordnung, welche durch Addition dieser Producte entsteht: so ist di. 
Function P. weiche ausdrückt, dass die Differentialquotienten jener De- 
terminante, nach den willkürlichen Factoren genommen, gleichzeitig ver- 
schwinden können, und welche eine rationale Function der einfachsten 
simultanen Invarianten von den linken Theilen der gegebenen Gleichungen 


ist. immer durch R ohne Rest theilbar. 


$. 11. 
Ueber die Darstellung der Curven »’” Ordnung durch Gleichungen in Linieneoordinaten 
Ein sehr wichliges Problem. dessen vollständiee Lösung in den vor- 
hereehenden Betrachtungen enthalten ist. bietet sich dar in der Aufgabe. eine 
beliebige Curve in Linieneoordinaten auszudrücken. Ist f=0 die Gleichung 
einer Curve »” Ordnung. so ist im Allgemeinen die Gleichung. welche die 
Curve auf die angegebene Weise darstellt. das Resultat der Elimination der .r 


aus den Gleichungen: 


of of of 

HF — Us or — Ur. A — UM. 

or, 0%, or, 
UF +0, = UV. 


WO 4. %. 4, die Coordinaten einer Tangente bedeuten. Aber wenn man die 
geometrische Seite des Problems ins Auge fasst. so kann man dasselbe auch 
so aussprechen: 
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Die Beziehung soll gefunden werden. welcher die Coeffiecienten «,., ı;. %; 
senügen müssen. damit die Function f mit Hülfe der linearen Gleichung 
1) wutean +2 = 0 

in eine Funetion von zwei Veränderlichen verwandelt werden könne. 

welche zwei gleiche lineare Factoren enthalte. 
entsprechend den beiden Schniltpunkten der Linie (1.) mit der ‘gegebenen 
Curve. welche im Berührungspunkte zusammenfallen. In dieser Form wird 
das Problem durch das Theorem VIll. sofort gelöst, und zwar auf eine Weise. 
welche ich in folgendes Theorem zusammenlasse: 

Theorem MM. 
Um die Gleichung einer Curve n!“ Ordnung in Liniencoordinaten dar- 
zustellen. bilde man zuerst die Bedingung dafür, dass eine Gleichung n'“ 
(Grades zwei gleiche Wurzeln habe, und gebe ihr die symbolische Form 
0 = ZAHN Z+ab.), 
wo die 3 Zahlenfactoren, und die Producte aa‘, bib} symbolische Dar- 
stellungen der Coefficienten der Gleichung n'“* Grades sind. Dann ist 
0 = ZI Z+u.ab;) 
die symbolische Form der gesuchten Gleichung, in welcher die Producte 
dasa:, bibihh 

nur durch die Coefficienten der Curvengleichung zu ersetzen sind, um die 

wirkliche Gleichung in Läniencoordinaten zu geben. 
Da hier nur vollständig bekannte Operationen, welche durch das Theorem Vl. 
sooar wirklich ausgeführt sind. erfordert werden. so kann man das Problem 
der Aufstellung einer algebraischen Curve in Liniencoordinaten hierdurch als 
vollständig erledigt ansehen. 

Da die Bedingungsgleichung. welche angiebt, dass eine Gleichung »'" 
Ordnung zwei gleiche Wurzeln habe, vom 2(2—1)"" Grade in Bezug auf die 
Coeffiecienten der Gleichung ist, und sich bei der Erweiterung der symbolischen 
Determinante offenbar der Grad der Gleichung in Bezug auf die symbolischen 


Facloren nicht ändert, so ist auch das Resultat von gleichem Grade in Bezug 


auf die Coefficienten der Curvengleichung. und man hat also noch das 
Theorem X. 
Die Gleichung einer Curve n'®” Ordnung in Liniencoordinaten, welche 
im Allgemeinen von der n(n—1)!"" Ordnung für die Veränderlichen ist, 
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wird im Allgemeinen von der Z(n—1)!®” Ordnung für die Coeffieienten 

der ursprünglichen Curvengleichung. 
Ich werde zunächst mit Hülfe des Theorems Xll. die bekannten Glei- 
chungen der Curven zweiter und dritter Ordnung in Linieneoordinalen ent- 
wickeln. um sodann zu den merkwürdigen Formen überzugehen. auf welche 


diese Theorie für die Curven der vierten Ordnung leitet. 


$. 12. 
Curven zweiter und dritter Ordnung in Liniencevordinaten dargestellt 
Die Bedingung dafür. dass eine quadratische Gleichung 
ar +2bay+cey = 0 
„wei gleiche Wurzeln habe. ist 


2|® ” 0 
b c| 


| 


oder. wenn man die symbolischen Substitutionen 


= =bi. 

bu 5b. 

er > a; ann b: 
einführt: 

la, m’ 

| — ui 

'b, b.| 


Die symbolische Form der Gleichung einer Curve zweiter Ordnung in Linien- 
coordinaten ist demnach: 
1% m u 
© = a, 4, a;|. 
'b, bs b, 
oder. wenn man die Gleichung der Curve in Punkteoordinaten durch 
0 = auFita3r+ 0325 + 203 0,03 + 2azı 2,0, + 2anırı a 


darstellt. und die symbolischen Substitutionen 


a;a, = b;b, = a; 


IÄ 
ausführt: 
Ay An Az WU 


As Ay Ay; 7 
0 — | 





Azı Ay; Az; U; | 


| | 
u bb m; 0 
was die bekannte Form ist. 
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Die Bedingung, unter welcher die cubische Gleichung 
ac +sbr’+3cer+d = 0 
zwei eleiche Wurzeln enthält. ist. wie man unter Anderem aus $. 9 ohne 
Weiteres entnehmen kann: 
a e) abıbe 
0=| ba | 
'b e> belied 
“ührt man hier die symbolischen Substitutionen 
= =B = =, 
b= da =bb,= cn, =dLd,, 
c=a@ =bb = = dd. 
di=& =Bb =-d =E 
aus. so erhält man: 
; a Ma||c CC a am|c& CC 
| bib, 5 |di’d, d} P* 'bib, b,b;\\d,d: d; 
a, a, \Cı © | | | 
| | Nab,(ab,+b,a,).cd, ad-+d,e)-A4a,b,b,c,c.d;‘. 
b, b.|\\d, ds 
Der wirkliche Werth dieses Ausdrucks muss offenbar ungeändert bleiben. 
wie man auch die symbolischen Coeffieientenreihen mit einander vertausche. 


Vertauscht man 


beides zugleich. so erhält man drei 


wesentlich identisch sein müssen: 


erhält man die Gleichune: 
a, a, 6 : 
= | |» 
5 P d;' 


Vertauscht 


also zunächst die a mit den b, 
neue Formen, 
und 


(a,b, + ba) (cd, +dıc;) 


man nun noch gleichzeitig die 


sodann die e mit den d. endlich 


welche mit der 


alle 


vorieen 


indem man vier Formen addirt. 


er da, b, C5 d;\ . 


mit den e, und die 5b mit den d. 


so entsteht abermals eine neue Form dieser Gleichung; und wenn man diese zu 














der obigen addirt, und den gemeinschaftlichen Factor 2 übergeht, so kommt: 
a © |c &|’ 
'uo= | , '1(a,b,+b,a,) (ed, +d,c,)— 2a, b,c,d, — 2a, b,c, d,\ 
'b, b, la, d,\ 
ao” |c han a; di d. a a, | eı ni 
bi b,| 4 te ob &|' la @\lb, b 
Dies bereits die kahar symbolische Form. Sie vereinfacht sich noch 
durch die Bemerkung. dass der zweite Theil der Klammer aus dem ersten 
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durch Vertauschung der e mit den d hervorgeht. wodurch die anderen Faeloren 
sich gar nicht ändern. Die Form löst sich daher in die Summe zweier Glieder 
auf. welche beide denselben wirklichen Werth haben: indem man also nur 


das eine Glied der Summe beibehält. bleibt: 


ı1dı d; | 


C 6 j ‘a, 4; 
ie 6&1|id, BD 


Id, b.| Id, @| | 


Die symbolische Form der Gleichung einer Curve dritter Ordnung in Linien- 
eoordinalen ist also: 

u sn 5 cn | a, © N; 

= la m 1|-c CC da, a, ld, d; d,\. 

6b. b| dh dd Ic cc, db, b5 b;\ 
und die wirkliche Form geht hieraus hervor durch die symbolischen Sub- 
stitutionen: 

a,a,a, = b;b,b, = c;c,c, = d;d,d, = a, 


wenn 
22 2a;,, L;X,TCı, 7 0 


die Gleichung der Curve in Punkteoordinaten ist. 


Ich werde zeigen, dass diese Form in der That mit dem Ausdruck der 
Gleichung übereinkommt. welchen Herr Arorhold »eveben hat. Zu diesem 
Ende hat man nur die Zwischenform © zu betrachten. der Herr Arorhold die 
Form giebt (dieses Journal Bd. 55. p. 118): 


D) 


uU, U U; 
= |a % 4|.(m +mT: +0,05) (b,, +, + by.r, 


b, b, b; 





— Cı © GC; |. (ec, + C5 Ta + C; 2) (d, I; 4- dı & + dc; ). 








Ordnet man © nach den Potenzen der x, so dass 
0 = Z>20,2;%,, 

und führt für ©,, die symbolischen Substitutionen ein: 
O0, = kl = u;ui, 


so wird durch Vergleichung mit den obigen Ausdrücken: 
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« U U; 
id, = a a, a; .a;b,. 
'b, b, b;| 
u % U; 
|. c;d;. 


d, d, d;| 


/Awar müsste man eigentlich statt a;b, und c;d, hier setzen }(a;b, + b;a,) und 


at; lt, — C, C; 


& 
w 





i(e;d,4+d;e,). Aber dann würde sich jeder der obigen Ausdrücke nur in 
zwei Glieder auflösen. welche denselben wirklichen Werth haben. und deren 
eines also für beide gesetzt werden kann. indem man den Nenner 2 zugleich 
auslässt. 
Durch diese Formeln aber geht die gegebene symbolische Gleichung 
über ın: r 
U % u; | 
er Mi; 
u, U, Us;| 


oder. nach der Herrn Arorhold eigenthümlichen Bezeichnungsweise. indem man 

von den symbolischen Substitulionen zu den wirklichen Werthen zurückkehrt: 
0 = FFuu (0, O)*. 

Dies ist der Ausdruck. welchen Herr Arorkold für die zugehörige Form F 

angegeben hat (dieses Journal Bd. 55. p. 185). 

Nachdem ich an diesen Beispielen die Uebereinstimmung der ange- 
oebenen Methode mit früheren dargelegt habe, gehe ich dazu über. die neuen 
Resultate zu entwickeln. auf welche dieselbe führt in der Theorie der Curven 
vierter Ordnung. 


$. 13. 
Curven vierter Ordnung in Liniencoordinaten dargestellt. 
Die Bedingungsgleichung. unter welcher die biquadratische Gleichung 
(1) aat+4br’+6cea’+Ade+e = 0 
„wei gleiche Wurzeln hat. ist bekanntlich von Herrn Cayley auf die folgende 


"orm (s. die Abhandlung des Herrn Hermite Bd. 52, p. 1 etc. dieses Journals) 
zurückgeführt worden: 


P—27j er 0. 





ge 
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wo @ und j die Fundamentalinvarianten der biquadratischen Form sind. und 
die Bedeutung haben: 
ab e 
i=ae—Abd+3cC, j=b ed. 
ed e| 
Man hat zunächst die symbolischen Ausdrücke dieser beiden Invarianten aul- 
zusuchen. Mit Hülfe der symbolischen Substitutionen 
= =5 =, 
b=a=bb=cde,. 
= ie, 


(Er ® 39 Fr 


ea = =Ee 
erhält man aber sogleich: 
i (ab +@bi — Aa; a, b,b; — da, ab} b, + bai a;b;b; 
‚| a, % 
°|b, b; y 


Hierdurch ist die symbolische Darstellung von ö bereits geleistet. Für j hin- 
segen erhält man: 


Q 


No nm Iw iv 


a, a,4; 
j = ai.bib..ei.\bi bb, 


) >) 
| C C C) 


On 


=) 


Der vor der Determinante stehende Factor ist offenbar ein Glied der Deier- 
minante selbst. Vertauscht man nun die a, b, ce auf alle mögliche Weisen mil 
einander. so erhält man immer wieder dieselbe Determinante. der Reihe nach 
mit ihren sämmtlichen Gliedern multiplieirt. Addirt man also alle die Formen. 
deren wirklicher Werth stets j ist. und dividirt das Resultat durch 6. so kommt: 


a, dd, a 
. | 2? Q + 
| Es & | b; b, b; b; . 
icon &| 
oder da die Determinante selbst auch die Form 
u (a, b, —b, d;) (b, C; u C b;) (c, d, er a, 65) 
annımmt: 
a a;,|” 
b, b, | C, C, a, d, | 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 1. 6 











er 


b2 | 
| “ 
| 
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Auf diese Weise hat auch j die geforderte Gestalt angenommen. und auch die 
ursprünglich gegebene Gleichung 
—27j° = 0 


ist daher ebenso darvestellt. Setzt man also 





MU u,” 
P=- io, @|, 

b, b, b;| 

u, %; 13 a. 9° u m m 
V = 4a, % 4; | -/b, b, b; .|e C c| > 


| 
b,bb) an GG | m a 


| 
so ist die Gleichung der Curve vierter Ordnung 


r ame (0 


m 


>. », » » 
— UL; m Ci, 


n Linteneoordinaten ausgedrückt: 
pP?’ — 30° - 0. 
sobald man in den beiden zugehörigen Formen P und Q@ die symbolischen 
Substilulionen 
a;0,a,a, = b;b,b,b,. = C;C, Clan = Unkm 
auseelührt denkt. 

Die beiden Fundamentalformen P und Q sind respeclive von der vierten 
und sechsten Ordnung in Bezug auf die Veränderlichen #«, von der zweiten 
und dritten in Beziehung auf die Coefficienten der Gurvengleichung. leh 
werde einige merkwürdige Eigenschaften derselben hier entwickeln, indem ich 
mir vorbehalte, auf andere bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen. 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) durch e, 9, y, d, so 
sind (s. die angeführte Abhandlung des Herrn Hermite) die Wurzeln der 
Gleichung 

49 —i04+j = 0 


foleende: 


I, = te I P-N)rla-Y)eB- N}: 





% 
aa 
= 
| 
—— 
mn 
Q 
nn 
wi 
u / 
RG 


15 3) —Y)+la—-y)(I-P)N. 





15 1e-09)y-A+ta-P)y—9)} 





er 
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Von diesen Grössen verschwindet eine, sobald die vier Punkte einer seraden 
Linie, deren Abstände von einem festen Punkte @, 5, y, 0 bedeuten können. 
harmonisch sind: und sie verschwinden sämmtlich. sobald drei Wurzeln der 


biquadratischen Gleichung einander gleich werden. Im ersten Falle also muss 


j verschwinden. im zweiten Falle ausser j noch &. 


Ist also 0, +, +9,20, =0 eine Gerade. welche die Curve vierter 
Ordnung in vier harmonischen Punkten schneidet. so muss für die ent- 
sprechenden Werlhe der # die aus der Erweiterung von j entstandene Form 
verschwinden. Dies giebt das 

Theorem XIV. 
Die Linien, welche die Curve vierter Ordnung in vier harmonischen 
Punkten schneiden, umhüllen eine Curve vierter Klasse 
0=0, 
deren Coefficienten von der dritten Ordnung in Bezug auf die Coefficienten 
der gegebenen Curve sind. 
Für die Wendetangenten der Curve aber, welche dieselbe in drei zusammen- 
fallenden Punkten schneiden. muss neben O = 0 auch noch die aus 7 0 ab- 


seleitele Gleichune 


pP (0) 
bestehen: und es zeiet sich daher das merkwürdige Resultat. dass. so wie die 
Wendepunkte sich als Schnilipunkte der Curve vierter Ordnung mit einer 
Curve sechster Ordnung darstellen. ebenso die Wendetangenten direct als die 
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve vierter Klasse und einer Curve 
sechster Klasse gefunden werden können. 
Es ist durch geometrische Betrachtungen bewiesen. dass im Allgemeinen 


jede Wendetangente einer algebraischen Curve in ihrer Darstellung durch 


Liniencoordinaten. bei welcher zu der gegebenen Curve nothwendig noch an- 
dere Zweige hinzulreten. als Rückkehrtangente auftritt. Aber es is! mir nich! 
bekannt. dass dieses bisher an einem algebraischen Ausdruck direct nachge- 
wiesen wäre. Es ist daher nicht ohne Wichtiekeit,. dass die vorliegende Form 
der Gleichung einer Curve vierter Ordnung dies ohne Weiteres zeigt. Da 
für die Wendetangenten P und Q verschwinden. so redueiren sich diese 
Functionen für Tangenten. welche den Wendetangenten sehr nahe kommen. 
auf dP und dO, und die Gleichung der Curve redueirt sich mit Beibehaltung 
allein der Grössen niedrigster Ordnung auf 

(N = 0, 

6 * 








en 
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In dem Punkte. dessen Gleichung 


ou cu 
wobei P=0 und O0 =0. berührt also die Wendetangente zwei verschiedene 


oo) 


_t— T 
. ou, 


I 2 


0. 


2 3 


Zweige der Curve 

P’— 30° 0. 
Dieser Punkt ist also ein Rückkehrpunkt der letzteren Curve und ein Wende- 
punkt der ursprünglich gegebenen. Man bemerkt endlich. dass (2.) nichts 
anderes ist als die Gleichung des Punktes von O0 = 0. in welchem diese Curve 
von der Wendetangente berührt wird: die Wendepunkte gehören also sämmtlich 


der Curve Q=0O an. Ich fasse diese Bemerkungen zusammen in folgendes 


Theorem XV. 
Die Curve vierter Ordnung führt, durch Liniencoordinaten ausgedrückt, 

auf die Curve zwölfter Klasse 

P’—-30° = 0, 
welche ausser jener noch andere Zweige enthält. Jeder Wendepunkt der 
ersten Curve wird Rückkehrpunkt der zweiten; die Wendetangenten der 
ersten sind Rückkehrtangenten der anderen, und zwar sind sie die ge- 
meinschaftlichen Tangenten der Curven vierter und sechster Klasse 

= PB=-R 
wobei noch insbesondere Q =O von den Wendetangenten in den Wende- 
punkten selbst berührt wird. 

Ich bemerke. dass durch diese Betrachtungen eine Frage gelöst wird. 
welche in der gewöhnlichen Fassung auf Schwierigkeiten führt. nämlich die 
Frage nach dem Product der Gleichungen sämmtlicher Wendetangenten, welches 
ein rationaler Ausdruck der Coelfficienten der Curve, und für die x von der 
24°" Ordnung sein muss. Die directe Methode zur Aufstellune dieses Pro- 
duets führt auf die Elimination aus drei Gleichungen vom zweiten. dritten und 
vierten Grade. Ist X ein Wendepunkt, f(A) = 0 die Gleichung einer Curve 
vierter Ordnung, so ist die Bedingung dafür, dass x auf der Wendetangente 
von .r liege, ausgedrückt durch die Bedingung, dass in der Entwicklung von 

fX-+4x) 
nach Potenzen von 4 die drei ersten Glieder verschwinden. Man hat also 
dann aus den drei Gleichungen 


fX)=0, Df(X)=0, D’f(X)=0. 


ee 
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welche respective vom vierten. dritten und zweiten Grade sind. die Unbe- 
kannten X zu eliminiren. Aber statt dessen kann man dem Obisen zufole: 


die #» aus den Gleichungen 
P==® B=®, 


4, +5 + U,T; ( 


eliminiren. welche ausdrücken. dass x auf einer Wendetangente liege. une 
welche für die « respective vom vierten. sechsten und ersten Grade sind 


Da diese Aufeabe nach dem Vorisen auf die Elimination aus zwei Gleichungen 


sr. 
\ 


vom vierten und sechsten Grade zurückkommt. so ist die vorliesende Fr: 


k 


wi 


prinzipiell erledigt. Und man ist ausserdem. was wichtige ist, in der zegen- 
wärtieen Form sicher. die schliessliche Gleichung ohne einen die .r enthall 
den überflüssiven Factor zu erhalten. da die Endeleichuns offenbar für « 
vom 24°" Grade wird. während dies in der ersten Fassung keineswegs er- 


sichtlich ist. Ich füge daher dem Obizen noch das Theorem hinzu : 
Theorem \XVWl. 
Um das Produet der Gleichungen aller Wendetangenten de] (urri 
vierter Ordnung zu erhalten, hat man nur die u aus den Gleichung: 
P=®0, 0=0. 
“ 
BE. 2. u. - U,.T () 
u eliminiren. eine Aufgabe, welche durch die Theoreme ] ud 1] 
ledigt wird, und welche die Endgleichung ohne einen, die x enthaltend: 


überflüssigen Factor giebt. 


14. 


u 


Das Problem der Doppeltangenten. Fall der Curven vierter Ordnung 

Auch für die Untersuchung der Doppeltangenten bietet die vorliegend 
Methode eigenthümliche Gesichtspunkte dar. Sei im Allgemeinen R= U 
Gleichung. welche ausdrückt. dass eine Gleichung »'” Grades zwei vleii 
Wurzeln hat. und sei in svmbolischer Form 

R- S1.M Stab 

Wenn sodann die gegebene Gleichung zwei Paare gleicher Wurzeln eı 
soll, so muss nicht nur AR verschwinden. sondern auch die Differentialquotien- 
ten von ft, genommen nach den Coefficienten der gerebenen Gleichung. müssen 
sämmtlich verschwinden. Ich will der Vollständiekeit weren einen Beweis 


dieses Satzes hierhersetzen. 
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Die gegebene Gleichung sei 


(1) pla)=ar"+nba + =0. 
und die Wurzein derselben seien 
SP 70 
Bann ıst bekanntlich 
2.) R = ul), —%)...(au,,—@,)}. 


wo < einen eonstanten Factor bedeutet. Man kann AR ebensowohl als Funetion 
ler »+1 Grössen a, b.... wie als Function der »-+-1 Grössen u, @,. 0 . 


ınsehen: und indem man beiden Systemen von Argumenten kleine Veränderun- 
ven ertheilt. erhält man aus (2.) die Gleichunse: 


cR oOR 5. 
| —da+——0b-+-- 
ca cb 
> , 
3.) j* Jul, —) ( —0;)...(0, 1 — 0, 
N \ 
2 u (de, — da,) (dt, — 0) (tn — 03)°... (0,10, L. 


nn 
Sa 


Deutet man nun durch Ag(r) an. dass in g nur die Coefficienten «. 


nicht aber das Aroument variirt werden solle. so ist 


Ag(e,))+Yy(e;,).de; = 0. 


’ Z 


Ayla) Ayla, 


ot, — 0, = zuge Pr 
f ®,) f &,) 


Und mit Hülfe dieser Ausdrücke kann man der Gleichung (3.) folgende Form 


VEPenN 
OR OR . 
00 + ——0b-+--- 
cA ob 
Jule, — ( 0, — 0; 0, — 0.) 
\a(a, WR 
2 \ T\ < F\ = 0) (a, — 0, &._1— 0,)° | 
{ Y @, gı@ . Bi“ 
a —ıa, Re, \ 
o'(«,, 
Die Nenner - — ete. sind immer ganze Functionen der «, und gehen in 


a, @, 

den Produceten 
4) (u — a)... (u, 1 —a,) etc. 

jedesmal vollständig auf. Setzt man also in der vorliegenden Gleichung @,—=e.,. 

so kann nirgend ein Nenner eine Unendlichkeit herbeiführen. ebenso wenie. 


als wenn ausserdem noch e, = «, gesetzt wird. Durch die erste Operation 








rar 


EEE EEE 
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seht aber die rechte Seite der vorliegenden Gleichung über in: 





Ng(e,) No(a,) | 
Zuf — ei a _ —- \(a,—0;,) (m — 0)... (&,-1— 
y(a,) p\a,) 
a, 0,— u, 
oder da nach (1.) 
JFi \ = f : | ; 
p\a,) = A.(d, — 0), —0G;)...\C,—0,)- 
ıY ; 
(0) = a.(; — a), —0;)... (m —G, 
< J - 7 - 2 
ıst. ın 
/ f WE; =: \2/ or \+ [ k 4 | j 
2 Ay 03).(, — 03) (GC, — 04)... 0) (Mi, —O,) ...(03 705 4 
2u | 
| Ag 0). 0 — 03) (a,- bs) 2». ,—0,) (0, — 05)... (0, — 4 N 


Seizt man noch o, = «o,. so verschwindet dies identisch. und die Gleichung (9 


giebt also. wenn zwei Paare gleicher Wurzeln exisliren : 


i IR. 
(4.) = ter B+- 0. 
/ ca ob 


eR eR 
ca ch 
was zu beweisen war. 
Die Gleichung (4.) aber gestatlet es. die Bedingung zweier gleiche: 
Wurzelpaare noch auf andere Weise einfach auszusprechen. Da die Vartationen 
da. db... 


liebigen anderen Form 





beliebie sind. so kann man sie durch die Coeffieienten einer b: 


ae" +nPpx 
ersetzen: und ist dann 


diese Gleichung unabhängig von den Werthen der «, 3 erfüllt gedacht. die Be- 


dingung. unter welcher die gegebene Gleichung zwei gleiche Wurzelpaare zuläss! 


Den Ausdruck S aber kann man offenbar dadureh bilden. dass man 


1 >- ) 
S\ I1I71DOIISCIM 


die symbolische Form für AR ebenso oft hinschreibt als dieselbe 


Coeflicientenreihen enthält. jedesmal für alle Reihen bis auf eine die wegehbener 


I 


symbolischen Substitutionen ausführt, für eine einzige Reihe aber. 


und jedesma 


für eine andere. eine neue und zwar eanz beliebire bestimmte symbolisch. 


Substitution eintreten lässt. Die Summe aller so erhaltenen Ausdrücke ist danı 


der symbolische Ausdruck für S. 
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In dem Falle z. B. der Gleichungen vierter Ordnung. wo 


4 


a % "la, ©" ja, a, 
=} | | 


F-. + R ı 
"!b, b,| |b, b.| |b, | 


„la, a’ di b,° 6 GN la, a;|’ |b, b>\ lc, &]|? 
3 ” | | 
4 Er | | 


db ao ao b b.| |e, ec, a, a); 
es sind in der Formel ©°—27j’ des $. 13 nur für die verschiedenen Factoren 

j verschiedene symbolische Substitutionen gebraucht) würde. um S zu bilden, 
dieser Ausdruck sechsmal hinzuschreiben, und jedesmal eines der Systeme 
a, b,. e durch ein neues, fremdes System s zu erselzen sein. Aber man be- 
merkt leicht, dass die wirklichen Werihe der so erhaltenen sechs Formen sich 
nicht von einander unterscheiden; indem man also nur einer davon den Factor 
 oiebt. erhält man S in der Form 


a "la ala m * 
18 _ a #1 +6 | 
b, b;‘ b, b;' br S7 | 


la a” db, 5». |c, & la, a 
l.| | 


) 
- 


2 u bi b, 5 ı$] 5) 


SS; &| la, @;| 


| . 


4 | : 
b, b.| |c, ©| la, a,| |b, b, 


oder. wenn man wieder © und j einführt. und ausserdem der Analogie wegen 
dureh ö, und j. die beiden Formen: 


la @" 


a 
ı =5 


IS | 


ER, a, a, d; + b, b, 
ga. ra ‚I a Pa sa a Er 
bezeichnet: 
IS = 1.1, —27j.j, 

Diese Art, die Bedingung für zwei Paar gleicher Wurzeln auszusprechen. 
ist insofern von Interesse, als sie den unmittelbaren Uebergang zu den Doppel- 
taneenten algebraischer Curven mit Hülfe des Theorems VII. zestattet. Be- 
achtet man S als simultane Invariante der beiden Formen 


1 


te, 


ax” --nbxe"" 


ac" +npa"" +. 


‚u deren zweiter die symbolischen Coeffieienten s gehören. während alle an- 
deren sich auf die erste beziehen. so kann man beide Formen und zugleich 
lie Invariante S entstanden denken. indem man zwei Formen mit drei Ver- 


ä 

H 
® 
# 
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änderlichen mit Hülfe einer linearen Gleichune 

MATTE UC, = V 
redueirt hal. Um die Invariante S dann durch die Coeffieienten der ursprüng- 
lichen Formen auszudrücken. hat man nur nach dem oenannlten Theorem zu 
verfahren: und der genommene Ausdruck. gleich Null „esetzt. stellt dann die 
Bedingung dar, unter welcher eine gegebene Curve (die dem ersten der Aus- 
drücke (5.) entsprechende Form gleich Null gesetzt) von der Geraden 

U + +0, = VÖ 
in zwei Punkten berührt wird: vorausgeselzt. dass diese Bedingung erfüllt wird 
für jede beliebige Function, welche der zweiten Form (5.) entsprechend gewähl! 
werden kann. Die resultirende Form aber entsteht dann aus der erweilerten 
Form von R ebenso. wie S aus #t selbst: und dies führt auf folgendes 


Theorem XV1l. 

Wenn man die Gleichung einer Curve durch Linieneoordinaten in 
symbolischer Form darstellt, diesen Ausdruck ebenso oft aufschreibt, als 
er symbolische Coefficientenreihen enthält: wenn man jedesmal eine (und 
jedesmal eine andere) dieser Coefficientenreihen durch eine bestimmte aber 
ganz beliebige fremde symbolische Substitution, die anderen aber durch 
die ursprüngliche auf wirkliche Grössen reducirt, so ist die Summe aller 
erhaltenen Ausdrücke, gleich Null gesetzt, unter der Voraussetzung, dass 
die fremden Coefficienten ganz beliebige Werthe sollen annehmen können, 
die Bedingung dafür, dass u,. u. u, die Coordinaten einer Doppeltan- 
gente seien. 

Für die Curven vierter Ordnung entsteht auf diese Weise aus der Gleichung 
P’—-30° = 0 


die Gleichung 


(6)  P?P.-300, = 0. 


wo. analog den oben eingeführten Bezeichnungen von ;, und j,. 














[9 U, U; |" 
| 
\r — 2 |qı u &!, 
. } '$, hy) S;| 
(T.) \ | r „ 
un U) U; u, U) U; | U) U; F 
| A 
lo — ia, d; d;| ./b, b, b; . $, S) jet 
| i 
| = 
b, bb |sı & s;| a, 4, A;| 
Journal für Mathematik Bd.LIX. Helft ı. T 
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geselzl ist. Und zwar ist offenbar in (6.) diejenige Lösung auszuschliessen. 
welche in der gleichzeitigen Erfüllung der Gleichungen 
r-=-R B=V 
besteht, da diese Gleichungen, wie oben gezeigt ist. auf die Wendetangenten 
führen. 
Es ist vielleicht bemerkenswerth. dass es genügt. die Gleichung (6. 
unter der Form 


O0.=Ä4.P., 


x 
darzustellen; weil. indem man den s alle möglichen Werthsysteme giebt. von 
selbst 


,=—- und P’=30° 


lolei. Ich werde. stalt diesen Satz zu beweisen. zeisen. dass aus den in der 


(leichune 


enlhaltenen Bedingungen immer 


4° 


= und i’= 27° 


27) 
folgt. Dies ist einfach zu beweisen. und zieht das vorher Behauptete ohne 
Weiteres nach sich. immer durch blosse Anwendung des Theorems \V1l. 
Die gegebene Gleichung vierten Grades sei wieder wie in $. 13: 
p= ax +4ba’+ 6er’ +Adr—e=d. 


Die Gleichung 


involvirt dann. da 


c A ©i At 
N — u oder \ ce — d 9 9 
=” “ OU - 
MAR 4 BA u ı deh— 2de dad 
ı —- => ı Reb—2de) = ——. 
ob D ob En - 
c A 6i ’ ar bie 
EHE Yae+2id-30)=% 
oc R oc “ 


eh 


FO 
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2 A Ä 

- ode! 
Ind 2 od 

N J ot n 
3 ce 2 ce 


Hultiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit a, b. e 


». 


I 
3 


/ 


stellung algehbraischer Formen 1 
‘ 17h 
2ad--2hbe >. 
a 
ac— bh >") 


so erhält man 


J: 


Wultiplieirt man aber die rechts stehenden Gleichungen der Reihe nach mit 


ce} ı 9 | u: : c) 
ve , 4 ed ? 6 'slh ’ + eh : re A 
so kommt: 
2 Er * 4 * " m r . . . 
Jh) [9 ) 09 ı 9 / IN, 
5} 3 1, . > , zZ 6 r . 
.+ on oe 1 d ch rt 7 / = 


\us beiden Gleichungen zusammen folet 
/. ä und ’ 24) 


was zu beweisen war. 


Man kann sonach für di: Doppeltangenten der Curven vierter Ordnuns 
das folvoende Theorem aufstellen: 


XV. 


so bestimmt, dass der Gleichung 


Theorem 


IVenn man die Grössen n,. m. u 


(0) „P. vgl. % 


für alle Werthe der s Genüge geschieht, so sind u,. w,. m, die Coordi- 
naten einer Doppeltangente der Curre vierter Ordnung. 
Hieran knüpft sich ein anderes Theorem. Lassen wir an die Stelle der s irgen: 
andere Grössen # Ireten. so muss für dieselben Doppeltangenten auch 
I er 
sein. wo 4, da es nach dem Vorieen von den Grössen s und / unabhängig 


*=) Ich bemerke beı dieser Gelerenheit die beiden tolgenden Darstellung: 





vielleicht nicht bekannt sind, und wo .S/ die Determinante von % ıst, dividirt 
Oi Mi I eo 
g = ——ız" —— I —ı. — - 7 - 
ce ( N ni ) { 
/ — u ge — | = I 7 — n 
ce cd oc rd od 
nach welchen die obieen Bedinenneseleichunren eintach dahın sgres 
können, dass ihnen zufolge die Determinante ron g sich ron g selbst A 
constanten Factor unterscherde. 
i 
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ıst. unverändert bleibt. Oder es ist: 
0.P,—-0,.P,=Vd. 


Dies ist die Gleichung eines Systems von Curven zehnter Classe. welche die 


Grössen s, £ als willkürliche Parameter enthalten; und alle Curven des Systems 
werden offenbar von den Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung berührt. 
da für diese die Functionen Q,—4P,, Q,—4P, unabhängi 
der s und £ verschwinden. Man hat also den Satz: 
Theorem XIX. 
Die Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung sind zugleich gemein- 
schaftliche Tangenten sämmtlicher Curven des Systems von Cnrven zehnter 
Klasse: 


von den Werthen 


>” 
2 


0,..P:-0.P,=0, 
ın welchen die Grössen t und s willkürliche Parameter bezeichnen. 


Es mag noch bemerkt werden. dass dies System offenbar keine anderen. allen 
Curven gemeinschaftlichen Tangenten zulässt. 


$. 19. 
Das-Problem, eine Curve »'“ Ordnung in Liniencoordinaten darzustellen, wird auf eine 
grössere Anzahl von Variablen ausgedehnt. 

Das in $. 11 behandelte Problem ist nur ein specieller Fall eines Pro- 
blems. welches durch die gegenwärtige Betrachtungsweise zwar nicht. wie 
jenes. vollständig erledigt wird. welches aber dennoch durch dieselbe eine 
wesentliche Reduction erfährt, und dadurch in eine Form gebracht wird. welche 
vollständige Gradbestimmungen ermöglicht. 

Es sei f eine homogene Function von r Veränderlichen &,. a. ... x,: 
und die Aufgabe bestehe darin. aus den Gleichungen 


KEE , m, — Ur. "> Ber . 
(1 .) F or, OL, Or; 
| u uns ta m + '-+ur, = 0 


die Veränderlichen &,. &, ... x, zu eliminiren. Die Gleichungen (1.) kann 
man aber ersetzen durch die Gleichung «=0 zusammen mit der symbolischen 





Gleichung 
of of -of 
— da +-—- du. +. + dr = win td +. +u,lde,. 
dr, 7 or, 271 I or, r 1 11 r r 


oder kürzer: 


o(f-u) = VÖ. 


\ 
2 
Bi 
E: 
= 
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Führt man nun in f statt der Veränderlichen &,. #,. ... x, neue Ver- 
änderliche a, A). AG. ... X,_, ein. welche mit jenen auf lineare Weise zu- 


sammenhängen, so nimmt diese symbolische Gleichung die Gestalt an: 


RE ap Eu fr | 
— u+-—— IX, +0, +. +-—-0X du = 0. 
ou oX, 17 0X, zit: nn vn 
und hieraus foleen die Gleichunsen: 

ER 3 

ou 

Ö of © 

ie Fre En 

oX, oA, oX,—ı 


Von diesen aber kann man die erste fortlassen. da die linken Theile der an- 
deren mit Hülfe der Gleichung » = 0 in homogene Functionen der Veränder- 
lichen A,. Ar. ... X,_, übergehen. und also zur Elimination dieser r— | 
Veränderlichen vollkommen ausreichend sind. Auf diese Weise kommt dann 
die Aufgabe. aus den Gleichungen (1.) die Grössen x zu eliminiren. auf die 
andere zurück. aus den Gleichungen 

(2.) 0, nn =0, H__0 

oA, oA, oX,—ı 


die X zu eliminiren, wo fi, eine Function bedeutet. welche aus f durch An- 





wendung der linearen Gleichung #«—=0 abgeleitet wird. Ob man die Gleichung 
a=0 zur Umformung von f vor oder nach der in Bezug auf die X auszu- 
führenden Differentiation anwendet. ist deswegen gleichgültig. weil bei dieser 
Differentiation # als constant angesehen wird. 

Das Resultat der Elimination aus (2.) ist eine Invariante von fi: und 
die Aufgabe besteht. wenn diese gefunden ist. darin. dieselbe durch die Coef- 
ficienten der gegebenen Function f auszudrücken. Dies geschieht aber wieder 
mit Hülfe des Theorems VIl.: und demgemäss kann man den Gang. der zur 
Lösung des in den Gleichungen (1.) enthaltenen Problems einzuschlagen ist. 
in folgendes Theorem zusammenfassen: 

Theorem XX. 


Um aus den Gleichungen 


mn nn 








of of cf 
Zr U, “ r Be 25) “ . . . u — u, “ 
or, i Oz, 
tm ++ +ur, =. 


wo f eine homogene Function der x von der n!* Ordnung ist, die r Grossen 
x zu eliminiren, bilde man zunächst die Eliminationsgleichung für das System 











54 (lebsch, über symbolische Darstellung algebraischer Formen. L 
of, a cfy be ) of, 
Ar ı —=—- =D ... = 0, 
oA, coN, cX, 1 


wo fi, eine Function der r—1 Grössen X von der n'" Ordnung bedeutet, 
und setze sie in die symbolische Form 
(3.) = Fit... ): 
Sodann ist die, durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent- 
stehende Gleichung 
4.) 0 ZA 4+85....0,.40, 
die symbolische Form der gesuchten Eliminationsgleichung. und man erhält 
aus derselben die wirkliche Gleichung. indem man die Prodncte 
Bi... = B;Bi... ee: 

durch die entsprechenden Üoefficienten der gegebenen Function f ersetzt. 
Die aus dem System (2.) hervoreehende Endeleichunge ist aber nothwendie für die 
Coeffieienten jeder Gleichung vom (»— 1) 7""" Grade. mithin vom (r— 1) a1) *" 
(wrade in Bezug auf die Coelfieienten von fi. Von demselben Grade muss 
also auch die Endgleichung des Systems (1.) in Bezug auf die Coeflieienten 
von / sein. Da ferner die erstgenannte Endgleichung (3.) in Bezug auf die 
symbolischen Coeflieienten vom Grade »(r—1)(»n—1)' sein muss. so ergiebt 
sich daraus die Anzahl der Determinanten,. welche in jedem Gliede der Form (3.) 
mil einander multiplieirt erscheinen. gleich »(»—1)'"". und dies muss also der 
(rad der Endgleichung (4.) des Systems (1.) in Bezug auf die » sein. Diese 
Bestimmungen geben folgendes Theorem: 

Theorem XAI. 


Die Gleichung, welche aus dem System 


of öf 2 
3, — Pe RR OR RE Ed "5 
dr, or, dr, 

Hd, ww N ,.dC, Ines —M 2, = () 


durch Elimination der x hervorgeht, ist, wenn f eine homogene Function 
»" Ordnung bedeutet, con der Ordnung (r—1)\(n—1)" in Bezug auf die 
Uoeffieienten von f, und von der Ordnung n(n— 1) in Bezug auf die 
Coeffictenten u. 
$. 16. 
Ueber die Darstellung der Oberflächen »’” Ordnung durch Gleichungen in Ebenen- 
coordinaten. 
Da diese Resultate auf den Fall r=3 im Vorigen bereils anzewand! 


sind. so ist der nächste Fall der Anwendune. welcher sieh darbietet. r — 4. 


ET RR ARE 
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oder die Aufeabe. eine Oberfläche durch Ebenenecoordinaten darzustellen Die 


Specialisirung des Theorems XXI. siebt für diesen Fall sofort: 


Theorem AM. 
Die Gleichung einer Fläche n’" Ordnung in Ebeneneoordinaten vst 
vom Grade n'n—1) in Dezug auf die Ebenencoordinaten selbst, und vom 


Grade A(n-— 1) in Bezug auf die Coeffieienten der Punktgleichung. 
Die erste dieser Zahlen hat. auf einem ganz anderen Wege. Herr Salmon er- 
halten (Transaelions of the roval Irish academy. vol. XXI. p. 464). 
In Bezug auf das Theorem XX. ist zu bemerken. dass die aus dem Systen 


öf of öf 
= £ -V. - £ =0, < I =) 
ÖX, öX, OX 

entspringende Endgleichung nichts anderes ist. als die Bedingung. unter welche: 
eine Curve »” Ordnung f,=0 einen Doppelpunkt hat. und somit lässt sieh 


dies Theorem folgendermassen specialisiren: 


Theorem XXI. 
Um eine Oberfläche n' Ordnung in Ebeneneoordinaten darzustellen. 

bilde man die Bedingung. unter welcher eine Curve n'®" Ordnung einen 

JUNG 
Doppelpunkt hat, und setze sie in die symbolische Form 

0 = ZU Z+ab,c;). 
Dann ist 

(0 Zi II Z+ab,;c;u, 


die symbolische Form der gesuchten Gleichung der Oberfläche. 


Es ist zu bemerken, dass die hier geforderten Operationen. in Folge der von 
Herrn Sylvester aufgestellten Methode. drei Veränderliche aus drei homogenen 
Gleichungen von gleichem Grade zu eliminiren. sämmtlich bekannt sind. Man 
' kann also die Aufgabe, eine algebraische Fläche durch eine Gleichung in Ebenen- 
eoordinaten auszudrücken. im Prineip als erledigt betrachten: wenn ich indess 
' hier nur die zweite und dritte Ordnung näher beleuchten werde. so geschiehl 
es deswegen. weil die Doppelpunktsbedingung für höhere Ordnungen bisher in 
einer vollkommen übersichtlichen Form nicht hat gegeben werden können 
Die Bedingung. unter welcher ein Kegelschnit! 


dı, 2; 2 24,2%, 8, +: 03T; nn () 


einen Doppelpunkt erhält. ist bekanntlich 


WEIT TEE FETTE fr 


TEN 
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Aı Ay Az 


(5; (ds A; = 0. 
| 1 
IA; Ay As) 


Führt man in dieser Gleichung die symbolischen Substitutionen ein: 


dy = a;a, = b;b, = C;C;. 
so erhält man zunächst: 


a a a; 

a,b,c;|b, b; b;| _- 0. 
| | 
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oder. wenn man die a, b, ce auf alle Weisen mit einander vertauscht und die 
Summen aller entstehenden Formen nimmt: 


19 


a, m a; 
4b 6b = 0. 
ic C, 6;| 
Daher ist die symbolische Form für die Gleichung einer Fläche zweiter Ord- 
nune in Liniencoordinalten: 
u MU | 


| 
l 


db Ad, A, 





bb; b, 6b, ” 
6 & & Gl 
oder. wenn 
A418 + andy + - 4,X%, = 0 


die Punktgleichung der Oberfläche ist, und man wieder durch die symbolischen 
Subhstitulionen 


aa; = b;b, = c;c, = a, 
zu wirklichen Coeffieienten zurückkehr!i. 


| dıı da (Az Az u, | 
Ay An Ar; Ar Up, 
A; Ay Ay Ay m) — UV. 


A; dp Ay Ay U 





uvm 60 


welches die bekannte gewöhnliche Form 


En a 


” be 
EEE 
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Oberfläche dritter Ordnung in Ebenencoordinaten dargestellt. 
Herr Aronhold hat die Bedingungsgleichung für den Doppelpunkt einer 
Curve dritter Ordnung in der Form 
y-, Ss’ ann () 
gegeben. wo die Invarianten T und S definirt sind durch die folgenden beiden 


symbolischen Darstellungen (dieses Journal Bd. 55. p. 106 und 145): 


Ss=+4b b b|-c © &|-\d, d, d 


> 
I 


dad, a, 4; 


> 
J re) 


la & a;| |b, b, b;| 


aaa bb fs ni hi Aldi Ad; 


T = a b, b; b,- 'C, C> C; 2 e; ©; Cr , da, d; dl; R e| e; E 


J 


cs 6 dhdd) vn a) bb) ff 


> 


Seizi man also jetzt: 


% % % %|  % % U U| U % U | U % U U 
a, a, Ad; Ay bb b 1a cc, d, d, d;, d, 


6 | 4 
4b bb, a oo | Id, d,d,d, la aa, a, 
| | | | 
ul dd la a u a id, & 5b, db, 


J 


7 aaaa, bb bb) an GC ec, f Eh Id, d, d, A. 
. | . . = 


6 | ) I 1} 
5bbbb) vos cs ls se la ao; a a8 ee, 


U U mau, um mu, m u u 





J + 


go ldddd aa bbbb) fi kb fi 


und ersetzt in diesen Formen die Producte 
aaa, bbb,, ».. ffifı 
durch die entsprechenden Coefficienten der Gleichung einer Fläche dritter Ord- 
nung. so ist die Gleichung dieser Fläche in Ebenencoordinaten nach dem Vorigen 
T- 2.8 
Dies ist eine ganz ähnliche Form wie die oben für Curven vierter Ordnung 
gefundene. Es mag dabei bemerkt sein. dass man diese Gleichung in anderer 
Form auch genau ebenso aufstellen kann, wie Herr Hesse dies in Bezug auf 
die Curven vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 41) gethan hat. Doch sind 


jene Darstellungen von den hier gegebenen so verschieden, dass der Nachweis 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft. ie) 
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einer thatsächlichen Uebereinstimmung beider Formen zu den schwierigsten 
Problemen der Algebra gehören dürfte. 

Von den beiden Formen F, T ist die erste vierter Ordnune in Bezug 
auf die Veränderlichen # und ebenso in Bezug auf die Coeflieienten der ge- 
sebenen Fläche. die andere in beiden Beziehungen sechster Ordnung. Die 
beiden Gleichungen, welche entstehen. indem man diese Formen gleich Null 
setzt. stellen selbst zwei Oberflächen dar. welche mit der gegebenen Fläche 
in einer einfachen Beziehung stehen. Denn die Tangentenebenen der Fläche 
>—0 sind offenbar solche Ebenen. welche die gegebene Fläche in Curven 
schneiden. für die S=0 ist; so wie die Tangentenebenen von T = 0 die ge- 
voehbene Fläche in Curven sehneiden. für die T=0 ist. Da nun. wie ich in 
einem früheren Aufsatz nachgewiesen habe, die geometrische Bedeutung von 
S 0 darin bestehi, dass die Wendetangenten der Schnitteurve zu drei durch 
drei Punkte veehen. sowie die Bedeutune von T=0O darin. dass die Schnitt- 
eurve und ihre Determinante wechselweise von ihren Wendetangenten berührt 
werden. so kann man folgendes Theorem aufstellen: 

Theorem XXIV. 

Alle Ebenen, von denen eine Fläche dritter Ordnung so geschnitten 
wird, dass die Wendetangenten der Schnitteurve zu dreien durch drei 
Punkte gehen, umhüllen eine Fläche vierter Klasse 

Eh 
Alle Ebenen hingegen, von denen die Fläche so geschnitten wird, dass 
die Schnitteureve und ihre Determinante jede die Wendetangenten der an- 
deren berührt, umhüllen eine Fläche sechster Klasse 

en; 
Aus den Ausdrücken Z und T setzt sich die Gleichung der Fläche dritter 
Ordnung in Ebenenecoordinaten so zusammen, dass sie die Gestalt annimmt: 

ii) T-2’=®% 

Die vemeinschaftlichen Tangentenebenen der beiden Flächen F=0, 
T=0 sind daher auch Tangentenebenen der Oberfläche dritter Ordnung selbst. 
Die Fläche aber, in welche dieselbe, durch das Hinzutreten neuer Zweige, bei 
ihrer Darstellung in Liniencoordinaten übergeht, geht, wenn man Tangenten- 
ebenen betrachtet. welche den gedachten sehr nahe liegen, über in 


(dT) -- 0. 


Dies bedeutet nichts anderes. als dass jede dieser Ebenen zwei verschiedene 


BER 
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Zweige der Oberfläche (1.) in demselben Punkte berührt. und zwar in dem- 
selben Punkte. in welchem auch die Fläche T =0 von jenen Ebenen berühr! 
wird. Diese Berührungspunkte aber kann man noch in anderer Beziehung 
betrachten. Denn für die Schnitlteurve der fraglichen Ebenen mit der eeoe- 
benen Fläche dritter Ordnung verschwinden beide Invarianten S und T, und 
diese Curven haben also im Berührungspunkte einen Rückkehrpunkt: diese 
Punkte aber bilden bekanntlich die Wendecurve der Fläche, in welcher die- 
selbe von der Determinantenfläche geschnitten wird. Länes dieser Curve also 
berühren sich zwei Zweige der Fläche 
T— =’ 0. 
und auch die Fläche T=0 geht durch die Wendecurve hindurch. Ich fasse 
diese Bemerkungen in folgendem Theorem zusammen: 
Theorem XXV. 

Die Oberfläche, welche aus einer Fläche dritter Ordnung bei ihrer 
Darstellung durch Ebenencoordinaten entsteht, enthält zwei Zweige. 
welche sich in der Wendecurve der Fläche dritter Ordnung berühren. 
Durch dieselbe Curve geht auch die Fläche sechster Klasse T =V, (vgl. 
das vorige Theorem): und die Tangentenebenen der Oberfläche in den 
Punkten der Wendecurve berühren nicht blos jene beiden Zweige. sondern 
in denselben Punkten auch die Fläche T=V. Dieselben berühren ferner 
auch Z=0. und zwar bilden sie das vollständige System von gemein- 


schaftlichen Tangentenebenen, welches den Flächen 2-0. T=V zukommt 


$. 18. 
Ebener Schnitt einer Oberfläche x' Ordnung in Ebeneneoordinaten dargestellt. 
Das Problem des $. 15 kann man noch elwas verallgemeinern. und 
zwar in folgender Weise. 
Es sei f eine Function 2” Ordnung mit r Veränderlichen ,. ı,..... .r 


Seien ferner folgende s lineare Ausdrücke gegeben: 


(1) (1) (1) : a 
u“ u stm mr TU L,, 
) (2) RR Ä (2) 
(2 — U Tır m Tr 7, 8, 
(s) (5) (s) (5) 
u = u ta 2 tt &,, 


wo s<Tr sein soll. Das gegebene System soll dann aus den Gleichungen 


(1 .) „0. ?=-0. ... M=0O 
5 * 
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bestehen und aus den Gleichungen: 


of (1) (a) 2) 0), (6) 6) 
> - =u u tu u + ++tu u. 
\ or, 
of a) ca) 2) (0) (5) 6) 
Te — 4 ZB \ dt N; TREE NTE it HM, . 
(2.) OL, | 
of a) a) 2) @) 6) 6) 
— = u u+u u -+-+tu u... 
0X; ’ v 
in welchen u”, u”, ... «© unbestimmte Factoren bedeuten. Diese letzten 


(Gleichungen kann man wieder in die symbolische Form zusammenfassen : 





3.) IF = u! IuN!) + um du ++ u dur. 
Führt man also als unabhängige Veränderliche vu", u®, ... u", X. X....X, 
ein. so verwandelt sich mit Rücksicht auf (1.) die Function f in eine Function f 
der r—s Veränderlichen X,. X. ... X,_.. und aus der symbolischen Glei- 
chune (3.) erhält man: 
ls = @, z fo = RR r fo_ — A), 
oX, oA, oX, , 


Die Aufgabe ist also auf die Elimination der X aus diesen Gleichunsen zurück- 

oeführt. und mit Hülfe des Theorems VII. wird also die Elimination der .r 

aus den Gleichungen (1.). (2.) auf folgende Weise zu bewerkstelliven sein: 
Theorem XXVl. 


Um aus den Gleichungen 








of cd) 2) .Q) .,)..(e) 
— U un —- MU HM, Er r u MH, . 
or, 
of () () (2) ,@) () ,6) 
—— Il HM; N [Ei HM, Fe 1 UL H, “ 
De, | ' 
of a) da) (2) .@) (5) (5) 
4) (u Het u. 
\ OL, 
« (1) (1) 
A, | . Us LU ce N. L, — 0. 
(2) (2) (2) 
u ste mt + 2, =, 
(s) (5) (s) z ) 
% sta mt +u 2 = UV. 


wo feine homogene Function der x von der n!® Ordnung ist, die Grössen x, u 
zu eliminiren, bilde man zunächst die Eliminationsgleichung für das System 


Ö of, of, 
to — Fu Sen ), SZ en ae AD, 
gr an 2; 
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wo fi eine homogene Function der r—s Grössen X von der n'“" Ordnung 
bedeutet, und setze sie in die symbolische Form: 

5.) 0= ZU Zrab....n, 
Sodann ist die, durch Erweiterung der symbolischen Determinanten ent- 
stehende Gleichung: 

(6.) () ZiH2 +ab....n, u‘ u, | ARE u. 
die symbolische Form der gesuchten Eliminationsresultante: und man erhalt 
aus derselben die wirkliche Gleichung, indem man die Prodnete 
d;d;... b;b,... ete. 

durch die entsprechenden Coefficienten der gegebenen Function f erselzi 


Der wirkliche Werth der Gleichung (5.) ist für die Coeffieienten von f, von 





der (r—s)(a—1)7""" Ordnung; und von eben dieser Ordnung muss alsı 
auch (6.) für die Coellicienten von f sein. Der Ausdruck (5.) ist aber als- 
dann auch von der Ordnung ».(r—s).(»—1)""' für die symbolischen Coel- 
ficienten: und in jedem seiner Terme kommen also ».'» —1 ' symbolisch« 


Determinanten mit einander multiplieirt vor. Dies giebt sonach den Satz 


Theorem XXV. 


Die Endgleichung des Systems (4.) ist vom 'r—s n—1 ten (gradı 
für die Coefficienten der Function f, und vom n.'n—1 ten für di 


Coefficienten jeder der linearen Gleichungen. 
Diese Betrachtungen finden in der Raumgeometrie eine Anwendung. wenn 
man r=4. s=?2 setz. Denn alsdann wird f=0 die Gleichung einer Ober- 
lläche »' Ordnung. und von den beiden linearen Gleichungen. welche hier durel 
ma tan + Ur, + ur, 0, 
= 9,9 +9: m +92, +0,27, = 0 


+ + 


bezeichnet sein mögen. bezeichne die erste eine beliebige. die zweite ein 
gegebene Ebene. Das System (4.) drückt so aus. dass die Ebene „=0 div 
Schnitteurve von f=0. r=0 berühre: und die Eliminationsgleichung wird 
die Gleichung der ebenen Curve. in welcher f=0. r=0 sich schneiden. in 
Ebenencoordinaten. Man hat daher das 
Theorem XX\1l. 
Um die Gleichung der Schnitteurere einer Ebene 


=. +9 +0,10, +0,20, = 0 


mit einer Oberfläche n'" Ordnung f=V in Ebenencoordinaten zu bestimmen 
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stelle man die Bedingung, unter welcher eine Gleichung n'” Ordnung zwei 
gleiche Wurzeln hat, in der symbolischen Form dar: 

0 IS, > +ab,). 
Fös st dann 

0 SA Z+ab,u;e, 
die symbolische Form für die gesuchte Gleichung. und man findet die wirk- 
liche daraus, indem man für die Produete 

A;d,... b:b,... 

die entsprechenden ÜCoefficienten der Oberflächengleichung einsetzt. 


Und aus dem Theorem XXVIH. erhält man soeleich: 


Theorem XXIN. 
Die Gleichung der Schnitteuree einer Ebene mil einer Oberflache 
„'" Ordnung in Ebenenecoordinaten ist von der 2(n- 1)" Ordnung für 
die Coordinaten der Oberfläche, von der n.(n- I" für die Ebenencoor- 
dinaten und für die Coefficienten der gegebenen Ebene. 

Vifenbar kann man auch. statt die symbolische Form der Bedingung 
zweier gleichen Wurzeln zu benutzen. von der symbolischen Form der Glei- 
ehune einer Curve in der Ebene durch Linieneoordinaten dargestellt ausgehen. 
jede ihrer symbolischen Determinanten um eine Reihe erweitern. und als neue 
Reihe die Coeffieienten der Schnittebene hinzufügen. In dieser Weise erkenn! 
man. dass jede Darstellung einer ebenen Curve in Liniencoordinaten. welche 
als ralionaler Ausdruck einfacherer Invarianten erscheint. eine eben solche 
Darstellune für ebene Raumeurven gleicher Ordnung bietet. So ist z. B. 
ieder Schnitt einer Oberfläche vierter Ordnung mit einer Ebene durch eine 
(Gleichung der Form 

P’—-30° = 0 
darstellbar. weil die Gleichung einer Curve vierter Ordnung in Liniencoor- 
dinalen diese Gestalt annimmt. 

Die angeführten Beispiele und Sätze werden genügen. um den Nutzen 
erkennen zu lassen. welcher sich aus der Anwendung der hier befoleten 


Methode für die Erkenntniss des Formenzusammenhangees oewinnen lässt. 


Carlsruhe. im September 1860. 





$ 
Me, 
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Developpements relatifs au S.3 des Recherches de 
Dirichlet sur un probleme d’Hydrodynamique, 
vol. 98, pag. 181 et suivantes de ce Journal. 

(Par M. F. Brioschi & Pavie.) 


8. Le $.3 de important memoire de Dirichlet est consacre a de- 
montrer que le mouvement de Fellipsoide fluide peut se decomposer en deux 
mouvements simples, un de translation, lautre de rotation autour d'une droite, 
La connaissance des vilesses qui composent ces deux mouvements depend de 
la determination des cosinus des angles que trois axes nouveaux des Ss, „. I 

Y, 3; enfin 


Bien que celte decomposition comme la deja 


formen! avec les axes donnes des x. ou de la resolution d’une 


equalion du troisieme degre. 
observe Dirichlet ne soil pas d’une utilite reelle pour la solution du probleme. 
nous croyons neanmoins quelle jette assez de clarte sur la question pour nous 
engager a l’approfondir. 

En adoptant les signes de Dirichlet on a pour les vilesses «, ev. ıw les 
valeurs (equations (1.) du $.3): 
= g c+h"y+k"z. 


u=ge-t+hy+hz,, e=ga-hy+kz, w 


que l'on peut presenler sous la forme suivanle: 


u= ge+s(h+g)y+3(k+g")s+3(k—-g")a—4(g’—h)y, 
ve = Al +h)at+hy-+i(K HN) + (’—h)e—4(h"—k')z 
m == 1(g" + k)x - 4 (h" = k')y 7 k"z-+- ı(h"- k Y -. a b g' 1 


En posanl 


1) p=3h—k), (hg, rehlg—h 
on aura done 
wu tm, (= +40. w=w, tW, 
el 
(m=gerslhtg)ytalkt+tg)s, wmegs-ry, 


(K+hN)z,, »=re—p'z, 
k)y-+k"z, ge. 


On pourra par consequent supposer le mouvement de lellipsoide decompose 


(?.) vs =t(+h)e+hy+4 


eo =4(g’+k)ae+t(h” w, = p'y 


t 


en deux mouvements; lun de translation defini par les vitesses ,. vd. w, 
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paralleles aux axes des x, y. z: lautre de rotation defini par les vilesses 


angulaires p’, g, r' aulour des memes axes. Rapportons ces mouvemenis aux 


- 


Irois nouveaux axes des S, n, ©: el soient p, g, r les vitesses paralleles a 


ees axes, on aura avec Dirichlet: 


! 2 '. 4 2 
? = OU, +00, +0 w;. s=02r+0y+02z 

‘ \ m] N ae . a] Mi 
(9.) / 4 - Pu, p ©, [? U. 7 — Pa 7 74 r 2. 
y rYy | 'p - "ar ag — Ay r- 7 ı u". 
Try tı T/ 8% »—- /iTr/yTry > 


Substiluons pour 2. %,. @, les valeurs (2.) et faisons 


(eg+4e(g+h)tie(g’+h) = aa, 

' ! / n 
(4.) lalh+g)+eh+ila”(h’+K) = au. 
te k+g")+4a(k+HhN)+e'k" = a0”, 


ou «a desiene une indelerminde:; posons encore les deux systemes d’equations 


annlooues a (4.) que Von obtient en remplacant o. «', «@". a d’abord par 





“ m] MA; Bi . 4 B- A " u i x £ 
.[°. pP, b el puis par %, 7, Y , €, nous aurons 
al _ PR er N (ü „' It, s ne af Rn |. 
p=alertayraz),. qg=b(Pa+ßy+Pr), r=ceye+yy+ 
ou a cause des relations (3.): 
(33 gas gen, rk. 
En multipliant les equations (1.) par 4, 4, 4” on a: 
ou Kr h ( dın ‚ dm’ „dm dn r dn' „ dm" 
w-+iq+ir = 3s|\n N — N — — mM om ——m - P 
/ 17 u" dt dt lt di dt / 


mais des equations differentielles du probleme (equations (2.) pag. 190) on 


obtien! par une premiere integralion: 


dm ‚ dm!’ dm” dn ‚dn' „ ’dn" 


6. En Sf es ee FE 39h 
6) n sd a re Fit ee 2p.- 


done: 
. ' nf ’ 7 
‚PprIgTrIr = pP 
et de meme: 
! ! ! I ! 
up m q +-Uur = VE vp +vq -vr=r 
On en deduil 
! ’ ’ ’ ! 4 „ [Zi 7} 
p = tpı+ mutn. g=lptmgatrar, r=i pırmqrnr 
el comme pour = 0 les equations 


I=mM=n"'=1 U=!"=m=mM-n=n =0 


ont lieu. on en conelut que les constantes p,. q,. r, sont les valeurs 


cor- 


respondanles a #=0 des vitesses angulaires p’, gq’. r'. Soient p.. Qı- rı les 








“ 


Fein. 
be. 
e 
‘ 
“ 
nn} 
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vilesses angulaires aulour des axes des &, 7, T on aura evidemment : 
/ / IM 7) rr 
'pı = Pulle- fa 4 ') -q, (me ma -- m eo )+r,(no + n’a na 
— / Mi; Zr] 14 DI Ir DIN r , BA] ZA] 
(7.) gı BAUP+HUPHU PN) +nmP+mP+m"P")-+r,(nß+n'P'4-n"R" 
„ „ ‘ I, Z „ 
my r(ay+ny-+n]" 


eu 2. poly Ur Ep y") T gu\ (my - m'y' 7 Y 


Au moven des relations 


‚ dP dR' dO' 
g „>= 4( /. lt u nr 2 A ) FE. 


(za , „, dO' az 
(a FT ar ra > K\ 


Iy u Il'(h | g) 1" (k- 


1llg' | h)- !’h' | 117" (WW - h") 








| dR' dO' 
!l q"' k | ip’ (hy N k'\- I" [ (3 wer 4 Pa | y'’ x ) E' 
20,9 2 u. z - dt dt 
les equations (4.) peuvent &tre mises sous la forme suivante: 
Ea+E'«-+ E'a" alle +! +1”). 
(3.) Fo + F'’a+F'"a" = a(ma-+m’a'+m"a'"). 
u Ge Ga" = alna +na na” 
ou les quantites F, @ etc. sont donnees par les &quations 
P=(: dR' ,  dO ,_ EN, = 1(.9 1 „dP' “e | 
P 2 1 —+U—+ ı = 3 | A — + U — +r—— ). elc 
: d dt dt a u dt 
Posons: 
| A,l +A,m + A;n. =B,! +B,m+B;n, y=ÜCl +0,m+C;n. 
/ | ! Y ’ \ ! 
(9.) (= A,l’+ Am + A;n', “ —=B,l’ + B,m'+B;n', y' =C,l' +CGm'+C;n. 
a" = Al" +Asm"+A;n”, P"=B,l"+B;,m"+B;n", "= Cl" +C,m"+C,n", 
on aura: 
PR | " ' ’ Y nA | vr." f dP dR' do 1 
lo A,P-+A; A.0, Eo+BEa+E «a —] HA, —— +4; - )- 
/ / 1,P-A,;R--A,0, Ea+E Ec AA, 2 1; Fr i, 2 
eic.. 


8.) deviennent: 


+(4 = — aR' ). 4, - GS 


par eonsequent les equations 


Mrz -aP)A, - a0") A; —(. 


| ‚dR Oo mn {10 _ .0N u — © 

10.) (A Ar R )A, (4 e: ad) A, (4 Tr aP )A; . 
10' N IP' ; IR 

GO) A+ ap) A+ Tr aR)A = 0. 
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et les indeterminees a, b, ce seront les racines de l’equation en 6: 








Pu u er 4 

1P0 * dt ne; di 99-7 dt | 

a IR | 10 Ip | 
a) W- m en. , 

ot Pe 

ee FE 


Dapres un theoreme connu ces racines sont toutes reelles; de plus le coel- 


fieien! de 9°, e. a d. le determinan!i 


PR 0) 
R 0 P' 
ww # R 


est egal a lunite, ei le coeflicient de 6°, qui est la derivce de ce determinan! 

prise par rapporl au temps est egal a zero. On a par consequent: 
a+-b+c=V%. 

Les equalions (10.) et celles qui leur sont analogues. conjointement avec les 

equalions 


a? | ar | a? En; 1. P+P”+ßP" = 1. y° { y” Py"” = 1. 


donnent en general les valeurs de A,. A,, ... el les equalions (9.) donnent les 


valeurs de @, @,.... Enlin si des @qualions (3.), (9.) on lire les suivantes 


X +4 y +4"z — A,S | B, 7 -1- C, 5 
vVX . v'y + v"z >, 1,5 B; 7 -1- 23 E 


on en conelut que l'ellipsoide fluide qui a lieu a la fin du temps ?, rapporte 
aux axes des $5, n, £, est represente par l’equalion: 
1 


r \ 1 ‚ en j \N , 1 “ 6ı\N  ; } ) 
12.) Fi (A,s+B, +0) + ArstrB +06) + m (Ass B,n+C£) = 1. 


3. Passons ä la consideration d’un cas parliculier tres-interessant. 
Supposons quau commencement du temps £ les axes mobiles des &, n, © co- 
incident avec les axes fixes des x, y, z; el que les axes des $, n, { soient 
pour toute la durce du mouvement les direelions des axes principaux de 
"ellipsoide. Pour que la premiere condition soit remplie il faut que l’on ail 

13.) Ab=(B)h=(G)=1h, A)=(A)=(Bıl)=(B)=(C)h=(G)l=0; 


et l’equation (12.) montre que Von peut salisfaire a la seconde condition en 


a 
4 
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supposant que pour loule la duree du mouvement on ail 
A=4=B=B=-0=-0=0. 
Des equations (10.),. (11.) on deduit que cette derniere hypothese entraine les 
eondilions suivanles: 
r-=& 2-6 #F=-0 
1 dp 1 do I dR 


2P dt ° de dr ar 








E 


de plus. comme les @equalions (9.) nous donnent: 


A=— ; Ei 
N . B; C, R . 


on voit que toutes les conditions (13.) sont remplies et l’on aura: 


(14) OR R.@ 3 __Mm r n Pr 
” yP’ vo’ / yR’ De 


Enfin en posanl: 


AyP=U, By0=V, CYR=W 
l"equation de lellipsoide rapporlce aux axes des &, n, € sera: 


&° | n” | Er 
ir Tyrı y: — 1: 


et les vitesses de translation et de rotalion (equations (5.) et (7.)) seron! 





| se dU m. dF ER 
bein 1-75 1-7 
15.) / 
— Po PR Yo ; u ZN 7 
| Pı ME A U, qı a3; B } . r, as 5] N . 


En designant par x,» Yu, 3, les valeurs initiales de x, y, z pour lesquelles 


Dirichlet a adopte les leitres a, b, e, et par &,. 7, & celles de &. 7. Ton a: 


“a 


Cu, = Sys Yyo=Ns 3, = Su. 
& za 7 a u No & — & 
U A° V B’ W E 


et par consequent 


/ _& U _ m a ‚sdW 
(16.) Aue A di’ E” BB m’ Site C dt 


Dans le cas que nous considerons les @quations differentielles ((«.) pag. 190 
du memoire de Dirichlet) peuvent @tre transformees, eu 6gard aux equations 


integrales (6.) deja obtenues, et reduites aux six @quations suivanles: 
g* 
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d’U 9 2} ) ‘ ‘ 
U a U’(w—p,) = ?o— el, 
! 
v-I_rw-g) = 20—2M, 
dt“ 
= 4 Er we 2 er 
ıW-— —- —-W(w—r)) = 2o—ReN, t 
IT. | 
\ d} ER 0 
Si — - un )tan = 
PAY wa/thı ! 
€ dw 1 a » 0 | 
1 — —- u — )HrıPpı =. 
ı\wa va ıPı | 
( I dU dV )- | 
Hurry qı = 
\va B/TAM 
auxquelles il faut ajouter l’equalion: 
UIW = ABC. 
y 
Les quantiles ®, 4, M, N sont donnces par les &quations 
| e 
u” = pP rdı rfi, C 
ul DR; ch WE ie | u 
I, ZI / a 7 Ei ds, MM = af u aller 7 age ds, N —T u — (ds A 
/ A U’-+s “ A V’+s wer 
0 ) 0 N 
ou l 
HH HH) | 
IN i he ar Ta u ‘ 
Au : ä W*/) a 
Des trois dernieres @qualions (17.) on deduit la suivante: 
qn+nptpq =, 
done pour toute la duree du mouvement ou les trois vilesses angulaires aulour r 
des axes mobiles sont nulles ou du moins deux d’eentre elles. Dans le premier 
cas les cosinus @, @, ... sont. comme on sait, independants du temps. par 
eonsequent pour loule la durce du mouvement les axes des &, n, Z sont 
paralleles aux axes des x, y,. 3. Les @qualions: h 
AEG a = 0 5 £ 4 | 
UÜU—- =Ro—Rel, V—-=20— Re, de — =20—-?2%eN, 
dt” di 
UVW ABC 
donneront les valeurs des demi-axes de Pellipsoide a la fin du temps f; les com- p 
posanles de la vitesse paralleles aux axes des x, y, » el la valeur de o. Quant n 
aux valeurs des quanlites /, 7, ... on a evidemment a cause des equations (14): | 
@ 
J l I v " W 
— Gr ı — ——, N — tn 
A B ( ei 


andis que toutes les autres sont nulles. 


SE 
% 
& 
” 





a RE: BERN 





64 


Brioschi, sur le dernier probleme d’Hydrodynamique de Dirichlet. 


Supposons en second lieu que p, el g, S’evanouissen!. mais que r, soil differen! 


/rıdt =" /Wat=y 


de zero. Posons 


et indiquons par 9, la valeur de go correspondanle a t=0, on a. comme on sail, 
a=P=005(—-9), PA=-e=sn(e—n), Y-=1, "=P"=y=y'—0. 


par consequent: 


Al Bm’ Bm Al’ N ” 12 ” " ’ 
Dr we-) Y=-T ie -g),)n =T: "=m =u=n—0 
La derniere des equaltions (17.) prouve que dans ce cas on a: 

A; 

Zu 


ou bien U, V et par consequent W constantes. Si Fon suppose AB ou 
Y pour toute la duree du mouvement on a le 
| 


ce qui est la meme chose U 
dans les $88.6—8 de son 


discule avec tant de finesse par Dirichlet 
Y. W sont constantes on aura U=ÄA, ) B. W=(C. le 


cas 
memoire. Si U, 
mouvement de lellipsoide se reduil alors a un mouvement uniforme de rolalion 


aulour de l'axe des z, el les @quations (17.) donnent la valeur de la viless. 


Zen pi s r 

a = —— —_ ds 

A :B* J U; SN/ >. t 
tz) ttz) 


0 > 


aneulaire : 


et de plus l'equation de condition de Jacobi pour les demi-axes A, B, € 


L 1 1 
0=Een Bu men nn — ds — 7 


Sana] 57 


aa 
o 
> mun 
— 
—. 
#4 
U 
. 
m 
SR 


Enfin comme o =r,t on aura: 


I= m =eosr,t, m=-—-Il=sinr,t, n” 


3. Liintroduction des axes mobiles 5, 7, T peut faire envisager le 
probleme de Dirichlet sous le point de vue d’une question de mouvemen! 


en m de d’y ER ia 

velatif. En effet les valeurs de ——. —. — deduites des &qualions (3 

r ; "Er ar. Rn Ne 
elant substituees dans les @qualions du mouvement des fluides: 


dx dU 


Bi 


€ — BE | unsinnig 
dz  d 


ie ABER Sk. SHRR.... OO. ER W.ı. FE DE A 


dr er "Sure er Zu, iu ee 
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ou H est le potentiel. p la pression, on trouve 








a FE ER EN 
a TE ur Na a u d | dd 
dt „dan, dd _, MH db 
er wre dt? d. dx " 
‚da di + ABE da!  dndd' dd =) 
17.9 rar" dt dt dt dt dt dt 
A E 
| a Kar I a dy m’ ds > „dad dp 
De Bier Be. dy dy 
det dd" | be ‚ dn dd" | do dy"\ 
we TE dt dt dt dt dt di 
un TE i an Un Lf do — £ dH A dp 
Di u ie. ds ds 


Or en designant par pP,» Yı, r, les vilesse 


. en N} 
ies nn ‘ + 


/ “ 


‘ 
< 


respondante au temps # 





ıs anoulaires aulour des axes mobiles 


avec lesquelles ces axes mobiles passent de leur position cor- 


ı leur nouvelle position correspondanle au temps 











t-- (dt, on a 
) u oO En Iyt! 
Pi u, d . { „db i " a 4 zz. dy 8 MR u bes 
‘det dt dt 2 Ai dt dt 
„da „de de | 
=D — +!" — +P" — 
lt dt dt 
et par consequent 
ter lie en 26 EA a HAT 
‚d’a y, d’a! Pl dar ’ ‚dr, 3 d’ß Jr d’ß’ P7Z d’ß" (2 „2 
Y— A Ben IE 2, pllagr g ee —— . - in - pP 
BarTE a dt? Pı 919 dt Fr "dt: var Pı, 
l’e ‚d’a' „da dgq, "br ET 2 ET 2; 24 dp, 
Y—-+Y-TtY — = Pın -—. ’—;+Y tr a dr — 
TETTET ea T PAT ee dt’ HAT 
(di dy - Pi Ey SE, du ay" —— y ) + dq, 
ee! ee Pı Tg ® 
3 dr +ß' d’y' a F " diy" 2. r — dp, 
a u er . sr 
„Ir sUL nd (-+-q) 
_— ——- !— m — -r ö 
A Er Er. Pin 


done en ajoutant les equations (17.*) apres 
par les facteurs a, @', a": P, P, P": y, 


les avoir multipliees respectivemen! 


y',y', on obtient: 
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re dö dy ..dq, n = a „_dH dp 
7 "ma a a2 u Be = 
d’y EL I . dH dp 
ar Be ae 2 SETZE dn dh 
BE oz dı dE\, a A, una dH dp 
r (pi a9 JE a el dr u u d di’ 


ou 
2 | - 2 2 2 2 
0=p5- ntro ci ade 


De plus on aura: 


Nous nous bornerons a appliquer ces formules au cas parlieulier considere ei- 


dessus. Dans ce cas I'hypothese de Dirichlet revient a supposer: 
3 N, Yo > 6 


er Tr PT 


Irre 


U. V, W etant les demi-axes de llellipsoide a la fin du temps f. On aura 


par consequent: 


dp ___%o Se dp __ Ron, dp 28: £ 

d&E UA?’ du VB’ ” A u; 
(Laplace, Mecanique Celeste T. 2, pag. 12): 

dH_ 2L& dU 24m dH 2N & 

m A Meer ——EWir 


Subslituant ces valeurs dans les equalions trouvees ei-dessus el egalant a zero 
les coefficients de 5,. 7,, & dans chacune d’elles on obtiendra les neuf equalion- 


suivantes: 


d’U 7? . d’V SIR N 9 «6 
Ur — U’(w’—p}) = 20—2eL, } —- V(w—gq) = ?0—2eN. 


w“-W(w—r})=20—2eN 





‚ 1 dV _ dp, aW :-, 
I2pı vd r 7 -Gırı —(), 29. -, de + 1 rıPpı V. 
(19, 
u dW _ er 9 1 dU da _ 
warten =0, Tatra mt. 
1 dU dr, 
er, na er a ZU L =, 





1 dV dr 
ET N 
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ia cause de l'equalion (18.) on aura: 
UVYW = ABU. 


l,es six dernieres @quations (19.) nous donnent: 


‚1 dV I dW\ a 3 1 dW 1 dU TEBES 
eh an=0 dw Tat 


1 dU 5% u 
na -rartrn=0, 


te plus en observant que 
1 dU 1 a, 1 dW 0 


Ud | Vd WW dt 


1 auva. 


I dp, A dU I du, _1 dV I dr, I dW 
EDER DB RE Em N dt 
ou en inteoranl: 
7 L ’n F N 7 
Pi er Po U, gı ne RB V. ", — r2 „ . 


P4 
On arrive ainsi a loutes les formules lrouvees au n’. 2. 
4. Nous ferons enfin brievement remarquer une transformation des 
equalions differentielles de Dirichlet par laquelle elles peuvent elre reduites a 


la I[nrme canonique. Posons: 


“1 /A. I — l'A, U; —_ l’A, 7 Yı 2, | 

| | 
y=mB, „=mB, 9=msB, k=|2, Yy. 3) = ABl 
ss, =, »A=nl, »=WtT, 2 Y3 3; | 


1 31.97.02 0 > EN ( dk ) dk 3 ( dk \® ‚) 
a in Desk Zu: = 0 > Ag: 


les qualions differentielles (a.) du memoire de Dirichlet (pag. 190) conduisent 


x 


aux sulvantes: 


d’x, — dk d’r, =“ dk d’z, dk 
> "EL ER a 7 


ol 
‚_vı_70_, Fu I 
j} nun ] t ABC: J Zus zen N ds. 


0 


De la Torme de ces equations dilferentielles et de celle des quantites A. K 


on conelut immediatement qua une solution du probleme representee au moyen 


des equalions: 





k 
ER 
- 
E. 
= 
Der 
FR 
Kr 
} 
BL: 
# 





er 


A 
Si 
E 
= 
4 
& 
“ 
j 
“8 








: 
e= li, +my +n3% = 204 - Yo - 3. 
y-la, +my +nz, = — zu z Yu 7 Zu. 
2 = I" +m"y+n"z, = 5 Cut = Yu = Zu 
correspondra une seconde solution representee par les @qualions: 
XÄ= 0,4 = Yo 20 — Ir, 2 "yo-+ in, 
1 f = 2 + Ip + 2 = mat my, = m"z.. 
= - x, =: yo rn = T na, n'yı nz. 


* ce qui constitue le beau theoreme de M. Dedekind. 
Pavie. Novembre 1860. 
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Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellıpsoids 
auf einer Ebene, bei welcher die kleinsten Theile 
ähnlich bleiben *). 


(Aus den hinterlassenen Papieren von (€. @. J. Jacobi mitgelheilt durch Herrn S. Cohn.) 


Irwei bekannte Kartenprojectionen, die stereographische und Merca- 
forsche haben die Eigenschaft. dass sich alle Linien in der Projection unter 
denselben Winkeln wie auf der Kugel schneiden. Lambert wurde hierdurch 
auf die Frage geführt, allgemein die Projeetionsarten zu suchen. welche diese 
Eigenschaft haben. Er hat dieselbe in einer sehr lehrreichen Abhandlung: 
Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfung der Land- und Himmelscharten 
S. 105-199 im dritten Theil seiner mathematischen Beiträge gelöst, und sie 
auch auf das abgeplattete Erdsphäroid ausgedehnt. Lagrange hat hiervon Ge- 
legenheit genommen, für alle Umdrehungsflächen die betreffende Differential- 
sleichung aufzustellen und auf die allgemeinste Art zu integriren. Endlich 
hat Gauss in einer von der Kopenhagner Academie gekrönten Abhandlung 
S.5--30 im dritten Heft von Schumachers Astronomischen Abhandlungen die 
Differentialgleichung aufgestellt, auf welche die Aufgabe für beliebige Flächen 
führt, auch dieselbe für die speciellen Flächen zweiter Ordnung integrirt, die 
zugleich Umdrehungsflächen, Kegel oder Cylinder sind, für welche Flächen. 
wie man leicht sieht, diese Integration allgemein ausgeführt werden kann. Die 
Integration für beliebige Flächen zweiter Ordnung kann jedoch, wie ich bereits 
vor längerer Zeit in einer vor der Berliner Academie gelesenen Note bemerkt 
habe, mittelst Einführung der sogenannten elliptischen Coordinaten auf Quadra- 
turen zurückgeführt werden. Ich will im Folgenden die hierauf bezüglichen 
Formeln näher entwickeln. 


*) In der hier vorliegenden Abhandlung hat Jacobi diejenige Anwendung der 
elliptischen Coordinaten auf das Problem der Kartenprojection vollständig durchgeführt, 
von welcher er im Jahre 1539 (Monatsbericht der Berliner Academie 1839, S. 64 und 
Bd. 19, S. 311 dieses Journals) die erste Andeutung gegeben hatte. 

Nachdem 1857 die philosophische Facultät der Göttinger Universität diese Durch- 
führung unter Bezugnahme auf die Jacobische Andeutung zum Gegenstand einer Preis- 
frage gemacht hatte, wurde von Herrn Ernst Schering eine Lösung geliefert, welche 
1858 als gekrönte Preisschrift erschienen ist. 
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Es sei die Fläche dadurch bestimmt. dass die drei rechtwinklieen Coor- 
dinaten ihrer Punkte, x, y, 3 als Functionen zweier Grössen { und # gegeben 
sind. Es sei das Quadrat eines Linienelementes der Fläche gegeben. 

de’+dy’+dz3’ — Taf --2Udtdu--Van. 
hat man den Satz. dass die Grössen T, U, V hinreichen. das Elementar- 


dreieck zu bestimmen, welches von drei unendlich nahen Punkten der Fläche 


gebildet wird, die den Grössen t, u; t+T, u+v: t4+T', ut v' entsprechen, wo 


r, c wmendlich kleine Inceremente von t, und v, v' unendlich kleine Ineremente 


ron au bedeuten. 


Es seien nämlich A, B, C respective die drei Punkte der Fläche. so 


werden ihre Coordinaten 














T, Y; ©, 
Or i O4 j "r oy oy 02 AR 02 | 
e+ — —— y+— | „ 3+——- 1 +1, 
ot cu 97 ot ou ot ou 
OX u: ; N oy ’ oy N 03 N 03 N 
er e— ——- U, 1 — ——— U a 7» T U 
ot ou BT ou E ot ou 
wo nach der Voraussetzung 
= r 
ot ot \ot a 
or 0x ä oy oy , 03 03 03 ch 
et ou " At du " Ar du . 
(I) +HEHHE) = vr. 
ou ou ou 
Es wird hiernach 
BEE Br he 
AB = Ti’ +2Urv + Vv,, 
ACC’ = Tr"-+2Ur'v' + Vv”, 
ferner 
Ox 


AB.AC.cosBAC = er u (er er) 
a dert) 


3 02 ,, 0 » 
= (+ ou (gr = av) 


Trr+U(tv +Tv)+Vw, 











wie man auch leicht aus der Formel 


Be’ = T(T—-T)’ +2 Ut—T)(v—-v)+V(v—v) 
10 * 
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findet. Es wird auch 
AB. AC’ si BAC= 4A ABC) = (TV— U’) (ww —'v)". 


welches die aus der Theorie der Multiplication der quadratischen Formen be- 





kannte Gleichung 
(Tr +2UrvV+ Vv’)(Tr?4+2Urv’+ Vv") 


(Trr’’ +2U(rV’+Tv)+ Vovv ++ (TV— U) w’—v)' 


vjeht. 
Es folgt aus dem Vorstehenden, dass, wenn für eine andere Fläche 
x, y, 3 andere Funclionen von f und # bedeuten, und entsprechende Punkte 


diejenigen Punkte der beiden Flächen genannt werden, welche denselben 
Werthen der Grössen £ und x zugehören, die kleinsten einander entsprechen- 
den Theile der beiden Flächen einander ähnlich sind. wenn die drei Funclionen 
T, U, V proportional bleiben. 

Bei Auflösung der Aufgabe, eine gegebene Fläche so auf einer anderen 
oevebenen Fläche abzubilden, dass die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben. 
venügt es, wenn man für die eine Fläche eine Ebene nimmt. welche die Ver- 
miltlung zwischen den beiden Flächen übernimmt. Denn kann man unter der 
vegebenen Bedingung jede Fläche auf einer Ebene und die Ebene auf jeder 
Fläche abbilden. so kann man unter derselben Bedingung auch jede Fläche 
auf jeder anderen abbilden. Man wird ferner die Aufgabe in ihrer ganzen 
Vollständigkeit lösen können, wenn man alle Correlationssysteme der Ebene 
selbst findet, die so beschaffen sind, dass die kleinsten Theile einander ähnlich 
werden, oder auf alle möglichen Arten unter der angegebenen Bedingung die 
Ebene auf sich selber. abbilden kann. 

Es seien p und q die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der 
Ebene. so sind p und g als solche Functionen von f und « zu bestimmen, dass 


dp’ +dg’ = M(Tdt’-+2Udtdu--V du) 


(U) um 


oder 





op op , 94 %4 _ yU 

ot u A u rc 
wo yM die Grösse ist, mit welcher man die dem Punkte, dessen Coordinaten 
p und q sind, benachbarten Linienelemente der Ebene multiplieiren muss, um 
die entsprechenden Linienelemente der gegebenen Fläche zu erhalten. 
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Da die Elemente dt und da gänzlich von einander unabhängie und 
dp+dqy—1l und dp—dqy—1 lineare Functionen derselben sind, so kann man 
die Ausdrücke 

dp--dgy—l und dp dqy—I 


definiren als lineare Facloren des quadratischen Ausdrucks Tdf-- 2Udtdu  ) dur. 


welche zugleich vollständige Differenliale sind. Dasselbe eilt von den Aus- 


drücken, welche man erhält, wenn man dp dqy—l und dp dgqy —1 noch 
mit beliebigen Functionen respeclive von p--qy—I und p -qy-— ! multiplieirt. 
Um daher p und g auf die allgemeinste Art als Functionen von E und u zu 
finden, zerfälle man den gegebenen Ausdruck des Quadrats des Linienelementes 
Tat -- 2Udtdu-- V du 

in seine linearen Facloren, multiplieire jeden derselben mit solcher Function ron 
LE und u, dass er ein vollständiges Differential wird, und setze die beiden In- 
tegrale beliebigen Funclionen respeclive von pr qy 1 und von p-qy- 1 gleich. 

Ich will als Beispiele die drei Fälle betrachten. in welchen die Fläche 
durch Umdrehung erzeugt oder ein Kegel oder ein Cylinder ist. und dann zu 


der Aufgabe übergehen, ein dreiaxiges Ellipsoid auf einer Fläche abzubilden 


Abbildung von Umdrehungsflächen auf einer Ebene. 
Es sei 
z=tcosus, y=isinw, 3=Fft), 
wie man für eine Umdrehungsfläche annehmen kann. Es wird dann das Quadral 


des Linienelementes 
Tdt +! du, 


14) 


eine Function bloss von £ ist. Es werden hier 


Wo 


Tdt { 
m -day—1l und > — duy—1 


——_ 
l 


die integrablen Factoren, und daher 
fp+gy-1) = T+uy- 
g(p—-qy—-1) = T-uy-1, 


y Tat i Pen ' 
wo T= I, die allgemeinsten Gleichungen, welche zwischen p». 


y und 
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{, u Statt finden können. Setzt man 
f2)=p(e)=8, 
so erhält man 
»=T, gq=u, 
und es wird Z der Quotient des Linienelementes der Fläche und der Ebene. 
Es bedeutet in diesen Formeln die z- Axe die Umdrehungsaxe, / den 
Halbmesser des Parallelkreises, « die Länge. Man erhält daher die der Mercator- 
schen entsprechende Projeclionsarl, in welcher die durch die einzelnen Längen- 
vrade gehenden Meridiane durch äquidistante Parallellinien abgebildet werden. 
während die darauf senkrecht stehenden geraden Linien dem Aequaltor und 
den Parallelkreisen entsprechen. Setzt man dagegen 
f(x) = (a) =loga, 
so erhält man, wenn 
p=rcosyg, qg=rsinp 
veselzi wird. 
ogr=T, 9=w 
und es werden sich die entsprechenden Linienelemente der Projection und 
der Fläche, wie der Radiusvector und der Halbmesser des Parallelkreises ver- 
halten. Diese Projeelionsart entspricht der stereographischen, weil in ihr die 
\leridiankreise durch gerade Linien dargestellt werden, die von einem Punkt 
ausgehen, der Aequalor und die Parallelkreise dagegen durch Kreise, welche 
diesen Punkt zum Mittelpunkt haben. Die Curven, welche auf der Umdrehungs- 
lläche alle Meridiane unter demselben Winkel schneiden. werden in der ersten 
Projeclion gerade Linien. in der zweiten eine Art Spiralen. deren Polar- 
sieichung 
a+fr-+yp = 0 
ist. Lambert hat noch den Fall betrachtet, wenn 
fz)=y(a)=a", 
und Werthe von m angegeben, für welche die Formeln eine praclische An- 
wendung für gewisse specielle Zwecke finden. die man durch die Projection 
zu erreichen wünschen kann. 


11. 


Abbildung von Kegelflächen auf einer Ebene. 
Es sei 
z—=tcosu, y=tsinucose, z=tsinusine, 
wo © eine Function bloss von a bedeute, so wird die Fläche ein Kegel. dessen 
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Spitze der Anfangspunkt der Coordinaten ist. Es wird hiernach 


dır' - dy 3 dz dE--FAdıw. 


Wo 
ea dv \? 
A = sin’a( 


du / 
eine Funetion bloss von a ist. Es werden daher die beiden inlteerablen Fac- 
toren des Quadrates des Linienelementes des Keeels 
di zumaer di — 
ni Ad, A du, 
und daher die gesuchten Gleichungen in ihrer allgemeinsten Form. wenn man 


/vAdu fi du + sin’ude' m 


fipgy I logt -0y-1. 


setzt. 


g(p-qı | loo | » 


Setzi man 

f2)=ola los .r. 
so erhält man 

p = tecoso, q = tsıno 


und daher diejenige Abbildung des Kegels. welche seine Abwicklung ergieht. 


LER. 
Abbildung von cylindrischen Flächen auf einer Ebene. 
Wenn y eine Function bloss von x, und z von x und y unabhängig 
ist. erhält man eine eylindrische Fläche. Man kann daher 


= 4=FiR) 7 


[A 


selzen. woraus 
de’ dy’ ds’ Tat du 


T = 1- e: ) 


Pa 


lolet. wo 


eine Funelion bloss von # ist. Die beiden inteerablen Facloren des Quadrales 
des Linienelementes des Cylinders werden 


ı Tdt+duy—!. YTdt—-duy-1. 


/ıra fi da’ +dy? — 0, 


wo o den Bogen eines zur Kante des Cylinders senkrechten Schnitls oder des 


Setzt man daher 
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Schnitts der .ey-Ebene bedeutet, so werden die verlangten Gleichungen: } 
fp+gY-1)=o+3Y-1, p(p-qy—1) = 0-3,-1. Ä 

Selzt man | 
fa) ole)=e®, 


so erhält man 

»=06, q=ı=8, 
und daher wieder diejenige Abbildung, die durch die Abwicklung des Cylin- 
ders gegeben wird. 


Abbildung eines Ellipsoids und der beiden Hyperboloide auf einer Ebene. 


Es seien b und e gegebene positive Constanten und e die grössere der- 
selben: es seien ferner 0, @,. 0, drei Grössen. von denen die erste grösser als e, 


die dritte kleiner als 5 und die zweite zwischen 5b und e liegt: so werden 








2 Yy 2 
Br a De ern 

x’ y 2 
oe | 0° b' ee! 

> r” | y’ | 2 


die Gleichungen eines Ellipsoids,. eines einllächigen und eines zweiflächigen 
Hyperboloids. Betrachtet man x, y, 3 als Functionen von 0, @,. @. Wie sie 
durch die vorstehenden Gleichungen gegeben werden, so findet man. wie be- 
kannt ist, 








£ EEE) ur AZEIAZO) 2, EZ) 01) 7: 
de’ +dy' +ds' = : Nee) do’ Sdeı+ Bee do; 


Betrachtet man nach einander erstens g, zweitens o,. drittens 0, als constant. 
so giebt der vorstehende Ausdruck die Quadrate der Linienelemente der drei 
oenannten Flächen: 


I) für das Ellipsoid (go constant) 





eo) ,_ E-E)dE 1, 


da’ + dy’+dz’ = (d-)} R 
l h \ 2) ö > IN /.9 2 N ‚12 > a\ Pr 
(0, —b")(e 0) (b 0,)(c- 0,) ) 


2) für das einflächige Hyperboloid (go, constant) 
u 2 We EN, 
die’ + dy'+-dz’ (@ | Ze er JB ernyGsernik 
3) für das zweiflächige Hyperboloid (o; ne 


2 ON 2 rs « . 
a a r ö 0 — 0,)do 0, — 0,)do? 
da + dy 4dz (0° —-0,)) — CH En 4 gi — 03) FR 
, (0 b ( 0 c”) ( 0: b’ \ ( e 0) ) \ 


% 
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Die linearen integrablen Factoren dieser Ausdrücke werden: 











0°—o! ) /\ 0° — op? ) 
1 4 MEERE, 7 Won, u JE GSHEHNEER, GEEENE. 1 HERE p . 
1 1% =5 Ger He KloerHiGzer tie aut 
2 \ 0°— po” } | 0’ — ep? } 
) | (0°- -b°) / 0°- \ c*) \ do + | U(b? - 0?) (ec? 0°) \ do; } 1 “ 
‘ g' _ > ) \ 0° o ) 
ee 
\ )(o*- 6”) A nn ( (0, - b*) (ec? u)) 19: 1, 


und man erhält in jedem der drei Fälle die allgemeinste Auflösung der Auf- 
gabe, wenn man die Integrale der beiden dem Doppelzeichen + entsprechenden 
Ausdrücke respective einer willkürlichen Function von p-+-qy—1 und einer 


willkürlichen Function von p—qy—1 gleich setzt. 


„ii 
Abbildung eines Ellipsoids auf einer Ebene. 


0 > c >> 
» \ » 2 ) 

e —®, / 0-9 
"PORr :”: BUORE Se RER PN u. RP 
/ı (eo? - b’)(e po) N j ı(b?-—-0?)(ı o’\) 

x 1/ 2 N 2 


1) In U ist 9, variabel, 0 constant. Man setze 


og -b=y(cd—oi) oder Al+y)=b+cy, 





do, dy 
ee ed) — YIAFPIEFey] 
, a) 0° - bh?’ 0° c’)y 
07 —0, = * —— r 
a 1--y° 
und daher 
Br; Se—b’--(e—c’)y’) dy 
ä un 
} b’+-c®y 1-4 y 
Es sei 
b 
uv—= —lioy, 
/ a; 
so wird 
a a Zar Ey. I Pine 
o—b -+(0—c)y' = - ® —— En R 
\ c’cos’p 
dy in ecospdy 
A+ydveb'-hety‘) — e'—le—b)sin’p ’ 
und daher. wenn man 
2/? an ? 2 
(ce —b°) i ei ie 
53 TR RR" le k, —— = Kane 
c’(0*—b?) e' 
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setzt, 
7 0° —b* 4 Agdy 
2 c J 1—k"sin’« sin’ , 
oder da 
o° b® u b° bh’ 2 h 
- —sın d&, —- > 008 &, = = ZY 8 
0 0° e° 
wird. 1 
z 
U IRA, Agdg 
cosa JA k"sin’asin’g 
i "de ge . sin’ dp 
gadaf En — Rh sinacosaNef >; & : - . 
J &g J (I—ksin’tasın'g)&p 
Setzt man 
“ci ) "da 
im feltn 
v 4 _\G 
so wird, nach den von mir in den Fundamentis eineeführten Bezeichnuneen. 
U twam/la)Aam/a).ua— Illu. a 
hu @y, 
5 . l Ad 
ba A 
- RT ( 
wenn man 
N oamla)Aam(la)—Zla 
dlog.Y(a)cosam(a diog H’(a— HK 
da da 
selzt, Wenn 
. m rÄt 
Ho , a _ in 
7 _ dt Ad. qy=e z 
7 7 
SO W rd 
WERT | 2q cos2u 2q' cos la — 2g' cosbu : 
. . ’ ) N . Fa " 4 . N 
Hu 2yg,sına —g sinda — g’sinde —g sinTu \, 
und daher 
WERT ! | 2gqeos2(u a 2gq'cost(w l 
(Ju ! f 2gcus2(w a 2g’ cost (WW — «@ ? 
H (dd fi 2ygqycosa 
und daher 
(log Ha 
7 
au ., 
(dd 
- 


Ich 


bemerke noch. dass 


4 cos ga 4 COSIM ...., 


h T 


2K 


sina 99 sında -—- Ig’sinda' 


er , 


rd 


cos «@ 1 cos ya q'’cos 


. Ö, 0° 
oe am. % 


ÖO, 
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und daher 


2 2 2 
h’ir 0, ec (0? —b’ 
cos p . sın (% — . 
/ 0° (c’—b}) ‚ 0° (ce — b 
Rein? o'’(0} bh’) “u B’(9’-— 9°) 
’sın « _——= . IN } 
f 0? (0*— 5b) 27 (9"-— 5”) 


Man sieht. dass Pr und sin’ dieselben Funelionen respeelive von o und o, 
’ % N 


sind. Wenn o, von b bis e wächst. wachsen g und = von 0 bis Arr und 


von OÖ bis K. 


2) Man erhält I y—1I aus U, wenn man o, in o, verwandelt.  Hier- 
durch bleiben die Conslanlen k, oe, a. a, h unverändert. und es wird nur u 
verändert, und zwar nimmt es. weil o, immer kleiner als 5 bleiben soll. einen 
imaginären Werth an, welchen ich mit (A 4-e)y—1 bezeichnen werde. Man 
wird dann die betreffenden Formein erhalten. wenn man in den zuletzt aufre- 
stellten (K’--e)y—1 für » und daher am((K'r)y—1) für p und gleich- 


zeitig 0, für o, setzt. Man erhält hieraus 


1 0, 0° bh‘ 
k*’sin’am((hK’--e)y—1) o’(b’— 0? 
oder 
. 9 / > , ’ 0 0° h’ 
sin am/ry—1 ts’am/r,h = 
z () F 0 
woraus, wenn man am(r, 4’) = ıv setzt. 
\ 0° h’ 0° . 0° 0° h) 
cos w = ——— ——, sa v = — 
b’(o°—g° b’(o 
b’(9’— ce’ 
und. da Ak"= — , — ——. auch 
eG A bh’ 
u; 0?(0’—ı Pu 
"sn vw = = —, Aw, k De 
{ 0° Ö, / Ü) ( 
folet. Es wird ferner 
. 1 Jh’ | vry—i-a 
J = h K' ! -los - — 
2y—i Jh’ l ry—i-a 


O(K'y—I-+nu Y—1i.e +K Hu. 


so wird dieser Ausdruck. wenn man. wie verstattet ist. den durch Addition 


hinzugekommenen constanten Term fortlässt, 


1 
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E 
| H’a-vy—l) ' 
V= + —- log | 
2y—lI Hfa—vy—1) 
| cosa’' (e — e) — g?cosda' (ei — ee" 
he + Arctg ———— — u 5 
sina@' (e” --e” )— g’sinda’(e’" —e"" )- 
wo ® un 
2K 
Wenn o, von OÖ bis 5 zunimmt. wächst eleichzeilig #® von O bis K' 
„. . ! 
und e'’ von 1 bis ——- 
vq 


Will man bei Erhaltune der Aehnliehkeit der kleinsten Theile das 
Ellipsoid so auf einer Ebene abbilden. dass seine Krümmungslinien. welche 
Durchschnitte mit confocalen zweeillächigen Hyperboloiden sind. gerade Linien. 


die aus einem festen Punkte ausgehen. die Krümmungslinien dagegen, welche 





Durchschnilte mit eonfocalen ei»llächigen Hyperboloiden sind. Kreise werden. 
die den festen Punkt zum Mittelpunkt haben. so findet man aus jedem gege- 
benen Punkte des Ellipsoids mittelst der obigen Formeln die Abseissen und 
Ordinaten rcosı, und rsin des entsprechenden Punktes der Ebene. Ist nämlich 


der feste Punk! der Anfangspunkt der Polareoordinaten, so werden dieselben. 

















. PL \ 1— 2gcos2 u r a IE 2y'cos4 Fre ! 
11 — 2gc0s2 (u — a) + 2g* cos4(W" — a) — «--) ? 
] \ cos.a' (e"" — e")— g’cosda (e' — er) +. 
= ER Er 
sına \e -e ) q"sın 3a (ev —e y-I 


Dem dureh diese Polareoordinaten bestimmten Punkte der Ebene entsprechen 


Punkte des Ellipsoids,. deren Coordinaten 





00,0, 
EL an u — . 

U 

(er — ber — b)(b’— o}) 
f zu WIE z ” . 
J t Bi — ) 
. _ NE-NEe-de—ed 
” | t ec’ (ve b° ) 


sind. 
Es ist zufolge der obigen Substitutionen. wenn man w=-am(e, k') setzt. 





b° b’sin?ap 
0) = — 77: . 0 = u; 
= I — k'sin’esin’y “ sin’a@ + cos’esin’w 
b’i? BE wa 9 b’si 2 p} 
) ß} YAasın’asın"yg ß =» sin" a cos 
0,70 en ’ı —» 3 ne 
kSıNn @sin G sın a -;- cos asın 
EEE Be AN 
| ce krsin’a@cos’p esin’aZ&\'(w,k’) 
- Z Em e ’ en u O) — — — > ee — _— u 
? sin’a@-- cos’asin’ıy 


 — ) © r 3 _ u 
v1 1 R’sinte sintg 














RR ae 
rer er 
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Fügt man hiezu die Formeln 





b° nn Ad b° (0? — b°) 0° Na c?(o? c® 0° 1? 
Fr Ber, An nn 
i ce —b* e? bh? k"’N’a 


so erhält man 
ze=N.A’esiny, y=N.A’asin’asinpceosw, 3— N.ksin’acosgA(w, #). 


wo 
0 


E- 








Aay/(ti—k*sin’«sin’g)(sin’«-+-cos’«sin’w)| 


Die Gleichung des Ellipsoids selber wird 


z* y° "NA’e 
0°  o’sin’«  o’k'sin’« 


Für das längliche Umdrehungsellipsoid wird 


b=e. F"—(0. N V. K Ir, 


9—=Uu u, ae=606= a. h lo«. 
Man hat ferner 
ww dın “ER e ‘ eE ‘ j 
an / —— = logtge (45 +Hly, 2— nr —smy. 
« cos iD . —.. e' —- pP 


#) 


Man erhält daher aus dem ersten System Formeln die Polareoordinaten eines 


Punktes der Ebene 


r = e'e*-9 
7 = lgalogtg (45"-- 4) + Arctgeotge sin y, 


und die rechtwinkligen Coordinaten des entsprechenden Punktes des länglichen 


Umdrehungsellipsoids 


2 = N.siny,  y=XN.sinasinpcosw, 3 — N.sin’@cospcosw, 
Wo 
V 0 0 
7 Y6sin?e -- cos!«sintıp) y (sintıy -- sint@cos’w) ” 


und die Gleichune der Fläche 


z* y’-+- 3? 
Pre 
0 oo sın' a 


Wenn das Ellipsoid sich einem abgeplatteten Umdrehungsellipsoid annähert, oder 
b eine kleine Grösse ist. wodurch % sich der Einheit nähert. muss man die 
vorstehenden Formeln wie folet transformiren. 

Ich führe zuerst für « und a ihre Complemente 


K—-u—u,. K—-a-=a, 
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ein. Selzt man 
am(a)=Y,., amla)=G, 


so wird 








2 2 2 2 2 
ns C n 0° —c —.c? 
ee Bar Er 0080, = =-——, Aa, = &—, 
Q 0° 0 —b 
a8 2 2:3 2\ 2 2 2 2 2 
0° — b")(c”—. 0?) 2 0° — c’)(0’—b (0° — c 
sin’p, = Bea 608 = Hrn 2, Ag, = 9a: 
(ce —b’)(eE’— E}) (ec — 5’)(e"— 0!) c (0 —0,) ’ 
und die Gleichung des Ellipsoids 
e” 2’ 


0°  o’cos’e,  0’cos’« 
n % l 


und es wird nach einieen leichten Reduelionen 


?—=M. De, Ay, sinyw, y=M.cose,cosp,cosy, s=M.cosa, Ne, sinpA(w,K'), 


Yo 
0 


HM = — TE x PR pangacrer ans 77 7 
De, y\d— h*sin’e, sin’, )(cos’«, +- 4*sin’«, sin’ w)} 





Man hat ferner 
I (u-+-a) (u, +a,) 


dliog Ha), 
Iu—a) u, —q,) ? 


hu = — -NK—u). 
da, z 


Kdlog Hfa,) 


d di, 





und daher. wenn man in dem Ausdrucke von U die Constante 
fortlässt und die Zeichen umkehrt. 


dlog IH Ca,) u, IA 





r 1 ; i 
l — u —4log ———. 
da, (u, —a,) 
Es wird ferner 
U een Agydp h"?cose, u ze dp, 
nn DE u a em Te 055 FAT Au — N 
cos@ / 1— ksin’esin’p sine, 7, a a, A’p, —h*cos’e, cos’p,)Ap, 
En A .l 
— uf a dp, 
— _ Fr RE 7 m zer Soc re Nor Sr 
sin@ « 1— ksin’e, sin’y,)AgQ, 


Yı 

Da es Irei steht von U eine Conslanle abzuziehen und das Zeichen zu än- 
dern, so werde ich hiefür 

cosa@ Ag, di 


U f 
z sin, jr (1- h*sin?’e, sin’, ) Ag, 


0 


selzen. 
Diese Ausdrücke können in andere transformirt werden, in welchen 


die Argumente imaginär werden. und der Modul in sein Complement sich 








FTCEIRUNENS 
ER 
ER 
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verwandelt. Es ist aber 
N / K SEE rr FR 
O(u) = | Po HK tuy—1,K), 
’K 1 _ 
H(u) — Ye7® HA Hluy—1,Kk'), 
und daher 
RR dlog H (a, ) _ __ Ray 
da, 2KK' 
wenn man 
a —n / 3a, — ja 
| dlog Ha, V— 1, A) 1 e. Ei "an 3q”\e ya ') 
m —— = m — — — nn 
da, Äh s, —a, ‚„f 3a — 3a, 
e —e Y’\e e 
selzt.. Es wird ferner 
U c05@, Da, ” dp, hu Llog o EL 
— - en ? ns; 
sine, J (1 k*sinte, sin’p,)Ap, ’ ua, 
h 1log Hk’ “ = a, -1,#) 
— hu rn . 
BT > Hk! - (u, -1,%) 
kn u u 
oder. wenn man u, = = I a, = Ach Izt. 
u+ta; — 1 — | e( 3u, + 3a, 3u, — >“) 
e + e + q\e e 
U — h,u,—!loe il We a Bi Ä ! R 
mu 7 — un ta ” u, — 3a, EL 
e re -q’\e re 


Wenn 9, =0, wird «,=0. wofür dieser Ausdruck von U, wie der obige In- 


tegralausdruck verschwindet. weshalb beide einander gleich gesetzt worden sind. 


Man hat ferner, 


selzt. 


— hıeH 


wenn man 


RR... 
ak 
; | 1  Hkfa--oyY—I1) 
v= hotz, 118 Ya-or-1) 
1 HK—a +ey—I 
— hvo+--— log ——— - 
2y—i1 ”Hkh—-a—oy—I1) 
BE 1 ke 9 ray 1,W 
= At any - 2y r -a,y 1, k' 


2a, — 2a, 4m, "One: 4u,\ ' 
A fi q’ Fe —e )sin: 2v- = et 
TC En nn = TE — mama EZ 


2a, 2a, 
1—q ‚(e Fe ER 
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Für das abgeplattete Umdrehungsellipsoid selbst wird s 
' - ! 
"= er, Kae ein, 
a, (, loete 45 +1). >> logtg 45 —- fi , 
eds’ da) colel45’ 1a‘ a 
{ 7 — Josie 4 4, 
Iv 19° la colge 45‘ ı@, ” 
| ta 45° ae Vtel45 'f colg 45° — !a )colg 45’ — ig 
‚iv0v ——— _ - - - = _ N 
: cote\ 45 La Ne(45°’ Ip Is (45° —- 4a, )colg(45" 2%, 
! ' sin’i’g re cos!!/p,— a 
loete 48 Ip, ı log —— a 2 
sın a . . cos 7. a sin 3 (p, —a 
I : I-- sine sing 
loote 5 . Fri I loe F 
sın a Bun - 1— sıne sing 


sına 
Die Coordinaten der Punkte des Umdrehunesellipsoids werden. wenn man 
7 / cos e seizi, 
l UOS f > N / cos 3 \ N . S —_ I x > „> ı 3 ” 
Y\o 
vii—s S T 
die Liew ne de | wae 
- 4 
a a . 
. > . 
- . 
D \ At Ss er Ge L.ä Rd: ‘ Winke ie eXc de ABöd- 








u. Bo 


er ee 


er 








So 


Ueber die Vertheilung der Elektrieität auf zwei 
leitenden Kueeln. 
(Von Ilerrn @. Kirchhoff in lleidelberg. ) 


Poison hat das Problem. die Vertheilunge der Elektrieität auf zwei 
leitenden Kugeln zu finden, in zwei berühmten Arbeiten *) behandelt und 
Plana hat die von Poisson dort gegebenen Formeln weiter entwickelt **) 
Man kann das Problem als aus zwei Theilen bestehend betrachten: in dem 
ersten ist eine Function zu ermitteln, die Poisson durch f(x) bezeichnet. und 
die das Potential der auf der einen Kugel verbreiteten Elektrieität für alle 
Punkte der Centrallinie angiebt, in dem zweiten ist aus diesem f(x) eine 
Funetion zu bilden. die Poisson y(u,.r) nennt. die das Potential derselben 
Elektrieität für Punkte ausserhalb der Centrallinie darstellt. und aus der mil 
Leichtigkeit die Dichtigkeit der Elektrieität in allen Punkten der Kugel er- 
mittelt werden kann. Zur Berechnung derjenigen Grössen. welche den Phy- 
siker zunächst interessiren. genügt aber die Kenntniss jener Function f(x 
es ist nämlich, wenn der Radius der Kugel =1 gesetzt wird. f(O) die ganze 


Klektrieitätsmenge. welche auf der Kusel sich befindet. es e»iebt ferner der 


Ausdruck —(f(e)- 22), wenn in ihm r=1 oder = —1 gesetzt wird. 
die Dichtigkeit der Elektrieität in dem einen oder dem anderen der beiden 
Punkte der Kugel an. welche in der Centrallinie liegen: und auch die Krafı. 
mit der die beiden Kugeln einander anziehen oder abstossen. lässt sich durch 
fix) ausdrücken. Die Betrachtungen. welche im Folgenden auseinandergesetz! 
werden sollen. beziehen sich nur auf diese Function fir,. Poisson hat für 
dieselbe eine Reihe gefunden. welche immer convergirt, und zwar um so 
schneller. je grösser der Abstand der beiden Kugeln ist. Dieselbe Reihe habe 
ich auf einem Wege abgeleitel. der mir den Vorzug vor dem von Poisson 
benutzten zu verdienen scheint. Die Reihe hat Aehnlichkeit mit gewissen 
Reihen, die in der Theorie der elliptischen Functionen vorkommen: ich habe 

*) Me&m. de la classe des sc. math. et ph. de !’Institut imperial de Franc: 
annde 1811, premiere et seconde partie. 


==) Memorie della reale accademia delle scienze di Torino. tomo VII, 1345. 
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bemerkt, dass einige von f(x) abhängige Grössen sich durch elliptische Functio- 


nen in geschlossenen Ausdrücken darstellen lassen. Zu diesen gehört die 
Dichtiekeit der Elektrieität in dem Punkte der Kugel. der auf der Centrallinie 
zwischen den beiden Mittelpunkten liegt. für den*Fall, dass das Gesamml- 
Potential in beiden Kugeln denselben Werth hat. In den Abhandlungen von 
Poisson und von Plana finden sich zwei verschiedene Ausdrücke für den Werth. 
den diese Dichtiekeit annimmt. wenn der Abstand der beiden Kugeln unend- 
lich klein ist und ihre Radien eleich sind. JPoisson giebt dieselbe als von der 
Ordnune von d*, Plana als von der Ordnung von d® an. wo Ö eine gewisse 
negalive Grösse bezeichnet. deren Quadrat von der Ordnung des Abstandes 
der Kugeln ist. Der Ausdruck durch elliptische Functionen zeigt, dass die 
in Rede stehende Dichtigkeit von der Ordnung von 


7? 


i 5 
0°‘ 
st. 
Die erwähnten Resultate und andere. die sich auf den Fall beziehen. 


dass die beiden Kugeln einander sehr nahe stehen, sind von Poisson und Plana 


aus einer Reihe für f(x) abgeleitet, die nach aufsteigenden Potenzen von d 


lorischreitet. Diese Reihe ist aus der ursprünglichen, immer convergirenden. 
Reihe für f(x) dadurch gebildet. dass die letztere in ein bestimmtes Integral 
verwandelt und dieses nach aufsteigenden Potenzen von d entwickelt ist. Es 
sind indessen nur die ersten Glieder der Reihe berechnet, das allgemeine Glied 
derselben ist nicht aufgestellt, es konnte daher auch nicht untersucht werden. 
ob sie convergirl, und welche Bedeutung sie hat, wenn sie nicht convergirl, 


Bei ihrer Ableitung ist in einem Integral von der Form 
f. sin öt.dt 
F —1) (1-+ esin’ot) 


2 —— 
1-+ asin’öt 





für 


die Entwickelung dieses Ausdrucks nach aufsteigenden Poltenzen von f geselzt. 
eine Entwickelung, welche nicht für alle Werthe von #, über welche zu in- 
tegriren ist. convergirt; es hätte einer besonderen Untersuchung bedurft. in 


wiefern diese Entwickelung benutzt werden darf; eine solche ist nicht geführt. 
Ich habe daher auf einem anderen, als dem von Poisson eingeschlagenen Wege 


eine Reihe abzuleiten gesucht, die bei kleinem Abstande der Kugeln den Werth 


. i ra ra 
ea Eu 











2 mern 


En ee 
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von f(x) angiebt. Ich bin so zu einer Reihe eelanet. die auch nach auf- 
steigenden Potenzen von Ö fortschreitet, bei der aber die Coeffieienten dieser 
Potenzen noch von d abhängen; das alleemeine Glied der Reihe lässt sich 
mit Leichtigkeit angeben: sie ist nur eine semieonvergente. doch erlaubt sie 
f(x) mit jedem beliebigen Grade der Genauigkeit zu berechnen. wenn man 
eine gewisse Transformaltionsgleichung zu Hülfe zieht, die für f(x) gilt: ohne 
Zuziehung dieser giebt sie in dem Falle, dass der Abstand der Kugeln unend- 


lich klein ist. den Werth von f(x) genau bis auf eine unendlich kleine Grösse. 


1. 

Es sei « der Radius der ersten. b der der zweiten Kugel. e die Entfer- 
nung ihrer Mittelpunkte, die grösser als a+b vorausgesetzt wird, h das Potential 
aller freien Elektrieität in der ersten. g das in der zweiten Kugel. Weiter 
sei f(x) das Potential der auf der ersten Kugel befindlichen Elektrieität in Be- 
ziehung auf einen Punkt. der innerhalb dieser Kusel. auf der Centrallinie. 
zwischen den beiden Mittelpunkten, in dem Abstande x von dem NMittelpunkte 
der ersten Kugel liegt. Dann ist: 


TR w edF 
[ ) u f; 5) ) 2 *) j Ed ? 
yva-+-xr ZaxccosuU 


0) 





wo e eine Function von 9% bedeutet. Das Potential derselben Elektrieität in 
Beziehung auf einen Punkt. der ausserhalb der ersten Kusel. auf der Central- 
linie. in dem Abstande x’ von dem Mittelpunkte der ersten, auf der Seite des 


Mittelpunktes der zweiten Kugel liegt. ist dabei: 
oder 


oder 


Ist F(x) das Potential der auf der zweiten Kugel befindlichen Elektri- 
eität in Beziehung auf einen Punkt. der innerhalb derselben, auf der Central- 
linie, zwischen den beiden Mittelpunkten, in dem Abstande x von dem NMittel- 
so findet man ebenso das Potential der 


punkte der zweiten Kugel liegt. 
12 * 
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Elektrieität der zweiten Kugel in Beziehung auf einen Punkt. der ausserhalb 
dieser, auf der Centrallinie. in dem Abstande x’ von dem Mittelpunkte der 
zweiten. auf der Seite des Mittelpunktes der ersten Kugel liegt. 


DR, . 
zit (z) 
Für alle Werthe von x zwischen —a und -—-a muss daher 
RER b a ı 
Hr) = 
| c— = c—ı 
und für alle Werthe von z zwischen —b und —b 


F(x)+ — r(-—) = 


=. 








sein. Daraus folgt. dass. wenn x zwischen —a und --« liegt. f(x) der 


Gleichung genügt: 
‚ a (c— x) b 
\ 
L) II 2 ä ( ) = h 4 
A /’ e@—b a ne — cz IE. 





Macht man 


1) fa) = Mıl) ge). 
und setzt der Bequemlichkeit wegen 
er 


hat man hiernach zur Bestimmung von f(x) und f(x) die Gleichungen: 


7 / b Ks 
2.) ie zer err hl Sa Ei 








und 
b a 
(3 re, Fat ®—b’—cx c—zx 
Die Gleichung 
—-XT 


6} en‘ _— E 
ce —b"—cx 





oder 





(4.) e®—(e + )e4 ı =® 


hat zwei reelle positive Wurzeln, von denen die eine zwischen O0 und 1. die 


andere zwischen 1 und e liegt; die kleinere Wurzel sei 5, die grössere also 





! a. ‚ 
-——: dann gilt die Gleichung (2.) — um von dieser zuerst zu PETER — 
auch für @=$, und giebt: 

A 1 

fi(s) = h 
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Seizt man: 


>32 
T; —_ ee an; sei 
u \ Dr © 
G- Z, 
ee A 
“ ce —b"- cz, 
r ( In—1 
? ce —b’— cz,_ı ’ 


so kann man durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2.) fi. durch 
f(@r„) ausdrücken; es wird sich zeigen lassen. dass. wenn » grösser und 
orösser gemacht wird. x, sich dem Werthe S und also f,(x,) sich dem Werthe 
f(s) nähert; daraus wird dann folgen. dass f(x) direct durch wiederholte 


Anwendung der Gleichung (2.) gefunden werden kann. 


Um die ausgesprochene Behauptung zu beweisen. selze man 


? 4 +- Ar 
= Ta 
1-+ Az, 


&. = I Be,’ 
und verfüge über die Constanten A und BD so, dass 
„= ff, 
wird. wo g eine dritte zu bestimmende Conslante bedeutet. Schreibt man die 


(Gleichung zwischen x, und &,_ı: 





) 
IT, _— rg 


so muss dann für jeden Werth von x,_, 
u Ör, N -A(@ + D&n ı) j g* I Ar, | 
+62, 1+Bla+ßu.) 7 1-+Bau 
oder 
y+Aa-+-($+ AI) an Be" 1+ Az, 
ytBa+(ö+BP)a,N‘ T1IırBu_ 





sein. Diese Bedingung wird erfüllt, wenn A und B gleich den Wurzeln der 


quadratischen Gleichung: 
a +(y—P)ıA—d = VO 


und 
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oeselzi werden. Die quadratische Gleichung ist: 


2+(c+ er nt 


vergleicht man sie mit der Gleichung (4.). so sieht man. dass ihre Wurzeln 





rs 1 
—E und — 2 
sind. Man kann daher selzen: 
er 
ach 173 
(5.) : — te > 
a: 1 — &r 


woraus sich. bei Rücksicht auf die Gleichung (4.) ergiebt: 


1 
£; re 
(6 \ 4 «.n fe 
(6.) = — 2 
\ / 7 nn C ” S 
ji, Zu '. - I 1 * £} » 0 4 .% g 
Erwägt man. dass << 1 und —<Ze ist, so folgt hieraus, dass g° positiv und 


I ist. und dass daher z, bei wachsendem » sich der Null nähert: weiter fin- 


vn 


dei man aber 


Le co 
= | en zu 7 
- Yu vn 
EEE Ge a MB. . 
s—-t >= —— } 
I i ge 
- N 


und hieraus ergiebt sich. dass x, bei wachsendem » sich dem Werthe & nähert. 
Die Variable z. die zunächst einseführt wurde. um diese Behauptung 


zu beweisen. soll nun in die Gleichung e) eingesetzt werden. Ich mache 


fı(®, (1—-5°2)91(2). 
Factor 1—&°’z den Zweck hat. zu bewirken. dass in der zwischen 
) entstehenden Gleichung das Verhältniss der Coeffieienten 
von z unabhängig wird. Berücksichtigt man. dass 


a 


wo der 
p,(z) und y,(g’3 
dieser beiden Grössen 
nach (6.) und (4.): 


2 b b& 
q — zu 2 c ee Pr ; “ 





so findet man aus (2.) diese Gleichung: 


) 1 

N ai a 

(.) Yıl2)-g Yılq’z) = oe: 
&z 


Setzt man entsprechend 
f \ 


Re) = (1-F2)p(2). 
so ergiebt sich aus (3.) auf ähnliche Weise: 


zn 


| en q 
9.) p(3)—q p.(g’2) = 21 a 











Eee, * 
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Die Gleichungen (7.) und (8.) geben durch wiederholte Anwendung unmiltel- 


bar für g,(2) und g,(z) die convergirenden Reihen: 


| ) q’ q' 
pıl3) = a tr en + 
Fı\®) 1—&z 1—d'8z 1— g’&’z 
a > 1 q q' q’ ) 
oz &\1—g':  1—g’s E 4’ 3 


Entwickelt man hier die einzelnen Glieder nach Polenzen von 3. so erhäli 


man die Reihen: 
’9,\ ei 
/ Yı / En g’ { q’ | gr 


1 q' g’> q'"z 
(10.) Y3\?) — +(- EV m, & 3 ee gr .), 


s u 


welche indessen nur convergiren, so lange z unlerhalb gewisser Grenzen liegt. 
Diese Gleichungen sind zur Berechnung von f(x) für einen gegebenen 
Werth von x sehr bequem, falls qg nicht nahe an 1 liegt, d. h. falls der Ab- 
stand der Kugeln nicht klein ist. Man redueirt dabei y,(z) und g,(z) mit 
Hülfe der Gleichungen (€.) und (8.) auf y,(g"z) und g,(g"z). wo » eine 
Zahl bedeutet, die um so grösser gewählt wird, je grösser die Genauigkeit ist. 
die man erreichen will, und je näher der Werth von g der Einheit lieg! 
man berechnet dann y,(g”z) und g(g""z) durch die Reihen (9.) und (10. 
Von besonderem Interesse ist die Kenniniss von f(0). da dieses die 


Klektrieitätsmengee ausdrückt. welche auf der Kusel sich befindet. Bei der 
r her- 


Berechnung dieser hat man zu benutzen, dass für 2= 0. wie aus (9. 
vorgeht, 3=1 ist. 

Eine Eigenschaft von (0) möge noch hervorgehoben werden; f, (0 
und (0) sind Functionen von zwei Variabeln,. von b und e, oder von 5 und 
q: in dem Ausdrucke von f(0) kommt aber nur eine transcendente Function 
einer Variabeln vor, da Sp(l) nur von g abhängig ist. Dieses f,(0) hal 
eine einfache physikalische Bedeutung; es ist die Elektrieitätsmenge. die aul 
der Kugel gebunden ist, wenn diese mit der Erde in leitender Verbindung 
steht, und das Potential in der zweiten Kugel = —I ist, wie aus der Glei- 


chung (1.) hervorgeht. 


=. 
Die gefundenen Gleichungen sollen jetzt in eine andere Form gebracht 


werden, welche gewisse Vorzüge vor der angegebenen besitzt. 
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Man setze 
_aK' 


ae”, 


wo K und K’ die Bedeutung haben. in der Jacobi diese Zeichen in seiner 


Theorie der elliptischen Functionen gebraucht. und 


2urt 
ki An" ge 8 
(11.) Fu) — KE >: BR Si TEEN 
mi . ur 
1 q’re 
Diese für jeden Werth von x convergirende Reihe ergiebt: 
un 
ie an e. * 
[°| a r\ u nn, a eo De 
12.) Fu-K ) = F(u) m Bi: 
| 1i—e * 
Fu—iK) = Fu). 
wo 7=y-—1. und die folgende Reihe, die convergirt. wenn der reelle Theil 
von a > -K' ist: 
m—% 2 zum 
as) Wer 2. t 
’ nr k m—|1 1— er 


Die in dem vorigen Abschnitt gefundenen Functionen y,(z) und (2) drücken 


sich folgendermassen durch diese Function Fa) aus: 





z £yz 4 2 
Wo 
K &yz 
.— —;- lg. 
2rı q 
und 
! RE a u 
(3) = F—— (F u - F(u+i)). 
&yz 4 2 
Wo 
2 k | 5 
u = — . 08] >, 


Die Ausdrücke. welche sich hiernach für f(x) und &(x) ergeben. lassen sich 
durch die eine Gleichung aussprechen: 
j Ei ee r er 
\ 14. fia — (ey S An (F Ua . F (a H)). 
welche gilt. wenn man den Zeichen f und x den Index 1 oder den Index 2 


oiebt. und 





vo K &yz K 
(15. u = —5-leg”—, % = —-—logy3 
ar q . ide 


setizi 











a. 
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Macht man 
| t urst 
—logt = 
I 
bezeichnet die dem «, und «, entsprechenden Werthe von t durch t, und t,. 
und setzt in demselben Sinne. in dem die Gleichung (14.) eilt: 
we “ 
fi») : (> &y2)G Ei. 
\ / = - / 
Sy / 
so findet man aus (12.). (13.). (14.) und (19. 
Y/4\ 7.38 gt 
Gt) = AG gt er 
' € I gi 
/ \ en n at | 
\ 16.) (1 ft) „ >> 4 —— ; m L 
 1—q 
ı 
#- 2. 4 
} <} = = 
| fj m . t, | Se 
| d 
T 
1 . 
- 
er . 
2 1 — Er 


Diese Gleichungen stimmen mit den im vorieen Abschnitt entwickelten überein 
und können, wie jene. zur numerischen Berechnung von f(x) und f(x) be- 
nulzt werden. 


Ich will entsprechende Formeln zusammenstellen zur Berechnung der 





Diehtioekeit der Elektrieität in dem Punkte der Kusel. der in der Centrallinie 


zwischen den beiden Mittelpunkten liegt. Man setze: 


9. df, (x 
T 2a u. de 
— 1 “ 


Yı — fı (x)- 
für x 
TE df, (g\ 


dann ist die bezeichnete Dichtiekeit: 
1 


2rı 





(hyı gy:). 


Bildet man mit Hülfe der Gleichung (14.) die Ausdrücke von y, und 9,. und 
bemerkt. dass zufolge (15.) die Differenz #,—», von z unabhängig ist. so 
sieht man. dass auch diese zwei Ausdrücke sich durch eine Gleichung aus- 


sprechen lassen. nämlich durch die Gleichung: 


1+9°’ K’ K 
(17 nu Ve Be rt (a) — (u 2 ))- 
(17.)  y I-HyEim F(a)—A Hi 
13 


Ir 


( 
Journal für Matlıematik Bd. LIX. Heft 2. 
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in welcher F’(x) den Differentialquotienten von F(u) nach « bezeichnet. und 
welche gilt. wenn man den Zeichen y und x den Index I oder den Index 2 
siebt, und 














, K Fr y& K 
u = — —— lee — —i1—. 
418) ' 4 Zrı a 4 
\ -.. | e | K on ö | ;K 
zz 2a In > 4 
selzt *). 
Macht man 
ITT ST 
At a 
” k 4 
und 
ir 
v= ———- Hit). 
J (1—$)Y$ 
so folgt: 
] . f ee 41 u ud 
H(t) = Hiqt)+ 3 a 
19.) EEE 
OL ’ +m z . 
Hit) = &(-1)”"'(2m—1) Bu . 
f / 1 u 2 
©... 
Ys 
I, -— > 5 0 t, — i: i . 
/ vs 


wo in der Gleichung für 4 wieder den Zeichen y und t der Index I oder 
der Index 2 zu geben ist. 


3. 

Die durch die Gleichung (11.) definirte Function F steht in einem Zu- 
sammenhange mit der von Jacobi durch Z bezeichneten elliptischen Function. 
Vergleicht man die Entwickelung dieser mit der in (11.) angegebenen Reihe. 
so findet man: 

20.) Fi) —-F(—-u-K) = Riz(2iu-+ikK'): 


durch Dilferentiation folgt hieraus, wenn man durch E das ganze elliptische 
Integral zweiter Gattung bezeichnet: 

21.) F(W+F(—-u-K)=4 7 4 am (2iu-iK' 
Mit Hülfe dieser beiden Gleichungen lassen sich für \l)+fA(l) und yı—y: 


*) Eine ähnliche Gleichung lässt sich aufstellen für die Dichtigkeit der Elektri- 
cıtät in dem Punkte, ın welchem die Kugel zum zweiten Male von der Centrallinie 
eeschuitten wird. 
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1 ist nach (18. 


. „K 
HU, - — U K' ? 


oeschlossene Ausdrücke finden. Für x = 





und daher nach (14.) und (17.): 


u ul + NE 1. ii Su 5m . u 
AA)+RÜl)=- je: Tel ("m F(a+i 5 )H-F( KH 5) F(-n,—K |. 
(+2) 1° 1. k k 
Su u % DI N f \ Pu | E> L Au ry . \ ni .ıı! 
YM—Y> Any af %)—F \u; 5) F ( Tr \ 1) / o—K)i. 
also nach (20.) und (21.): 
» 2 \ . » 2 \ 1 1 & K gr ’ 7 . N\ r ’£ N} r . | . ) 
A)+RA) = —E 5 1Z Rn -+HiK')—- Zi Hi" — K)N. 
us VE 3 IN; 
39 \ u +57 8 Ei nn K' f? 9: X \] 
m.) N = Hann Fam (dm eh I am fin -+i:k —KR)N: 
dabei ist 
ki ee | 
u -Joe yS—: — 
en a 4 


Man kann hiernach für , 1)+ (1) und für y,—9y, Reihen finden. die um so 
schneller eonvergiren. je näher q der 1 kommt. Ich beschränke mich darauf. 
die Reihe für y, — 9, hier anzugeben. Benutzt man. dass 

N am(ia+K,k) = 1—- S’am(a-+K', k' 


ist. und setzt 
rÄ 





7 
K' 
ri 2 d.h. loeag. - j 
Hi I logg 
und 
loo & 
0 in —- 
“- logg 
so findet man: 
nt’ | -+ &)° Ye u 5 a Vet 6 ! 
„-y = - ug TB | sine - 33: sin2a gr - SINYA + ++: 
‘ (logg)’ A1—Hy& ti q, 1+g) 14° 
Sind die Radien der beiden Kugeln gleich. d. h. ist b=1. so ist nach (4 
r 1 
+- Ce. 
also nach (6.) 
bg 
und daher 
= 47T: 
es wird dann also: 
Rx n? (A-gq): ( Ye oa vg) 
23) yı-y = m a he 
(loeg)’ Ad—-VygqYi-+g 1--g° 
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Wendet man auf diesen Fall die Gleichung (22.) unmittelbar an und bemerkt. 
dass in ihm 


ni ==: _— 


wird. so ergiebt sich: 
-q)" % 
Yı Ya ar ze 
Nimmt man noch an. dass der Abstand der Kugeln ein unendlich kleiner ist. 
d. h. dass I—g unendlich klein ist. so giebt die Gleichung (23.) bei Ver- 
nachlässigung von Gliedern höherer Ordnung: 
AM an 
HTTP (dog 4 ir £ 
oder. wenn man. um das von Poisson gebrauchte Zeichen Öd einzuführen. 
2logg = d 


selzl. 


Yı Y: == 327°? -—e ? 


Wie in der Einleitung bereits bemerkt ist. ist diese Grösse von Poisson als 
von der Ordnune von d* gefunden worden. Plana hat auf ein Versehen auf- 
merksam oremacht. welches Poisson bei der Herleitung dieses Resultats be- 
sangen hat. ist selbst aber zu dem eben so wenig richtigen Schlusse gelangt. 


dass jene Grösse von der Ordnung von d® ist, 


4. 

Die in (16.) und (19.) für @(t) und H{t) angegebenen Reihen con- 
vergiren sehr langsam, wenn der Abstand der beiden Kugeln sehr klein ist 
und in Folge dessen S und q nahe =1 sind. Für diesen Fall sollen für 
jene Funeclionen jetzt neue Reihen abgeleitet werden. Um eine Entwickelung 
der Function F(»), die zu diesen führen wird. zu finden, gehe ich von der 
Belrachtung des Doppelproductes 

m N 

MIO(+ 7 ——) 

ur h'u--ikhv 
aus. in dem « und » ganze Zahlen bedeuten. die alle Werthe von 1 bis m 
und von 1 bis N erhalten: dabei sollen m und N unendlich gross. doch X 


von einer unendlich höheren Ordnung als m sein. Ich suche das Verhältniss 


dieses Doppelproductes zu demjenigen auf, das man aus ihm erhält. wenn man 
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die oberen Grenzen m und N verlausch! 


veeveen MH und x. wo AM von der- 
selben Ordnung als N und x» von derselben Ordnune als m isl 
Der Loearithmus dieses Verhältnisses ist: 
m \ u n 71 R 1 
Ex log(1 De Fir N 
En K'utikv/ aaa hK'u--ihv/ 
Da die unter dem Zeichen log stehende Grösse unendlich wenie von | ver- 
R R w u N E a i 
schieden ist. so hal man für log (1 4 — ) die eonvergirende Reihe 
K'u-+-ihv/’ 
1 u 1 | 
"EEE I 
kh'u-ihkv 


f ' - 2 2 u s n 3 EUT- 
(K’'u-ıihrv » (K'u-ilkv 


Diese Reihe denke ich mir unter die Summenzeichen gesetzt und untersuch: 
einzeln die Glieder. die die verschiedenen Polenzen von # enthalten. Ich ve- 
brauche dabei einige Formeln aus der Theorie der /'-Funetionen. die ich 
der Uebersichtlichkeit wegen vorausschieken will. 


Ist @« eine endliche Grösse, A eine unendlich erosse Zahl. so ist * 
WERE De ee 2. Due TER h’ 
A BE IA a) ’ 
und dieselbe Gleichune eilt. 


wenn a unendlich eross . 
höherer Ordnune als «a ist. 


aber k von unendlieh 
Es folet hieraus: 


/ / 


24.)  Zlogla+h)—- Flogkh—alogh oe /'1-+a). 

l l 
Wendet man diese Gleiehune nur auf Fälle an. in denen der reelle Theil von 
a nicht neealiv ist. und wählt die Lowaritlhmen auf der linken Seile so 


dass 
ihre imaginären Theile zwischen —i- und --i- liegen. so ist nach Lip- 
Dr - 
schitz **) dabei: 
& a DB 13 Bu: 
loge/'(1+a) = 4log2n +aloga— a+!loga+ — nnd 
ae u ? | . 20 340 
(25). 
RE... OR 
2A—1.2) a! r 
llier sind die Logarithmen auf der rechten Seite wieder so zu wählen. dass 
. . . “ ry\ . . . zT a 7T . = . 
ihre imaginären Theile zwischen —i— und +: liegen. A bedeutet eine 
beliebige Zahl. B,. Ba. . 


sind die Dernoullischen Zahlen. d. h 


es Ist: 


*), Gauss: Circa seriem infinitam ete., Commentationes soc. ree. se. Gottinwensis 
rec. vol. II, 1811—.13. 


. Dieses Journal, Bd. 56. 
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2 nd 
My rn z 
ü > > > 
jreotgje = 1-B Boos Borg 45% 
I 
VÜUEeT 
> 
B, 1 - B — 3'0 B 3 19 » * 
weiter ıst: 
) 2 7 DU yyrhy dy 
ae ROSE. A y 
er er. f g°* y 
' $ Zr 
| An’ 
oder 
” B; 1 a: 
Eee ABPSSUHER.... ° RR ARE ER © 
ZA-1.24 2 ar! 


wo ce den reellen Theil von a bedeutet und &e und & zwischen —1 und 


liegen 
Die Gleiehuns (25.) wird zunächst auf Fälle ansewendet werden. in 
!enen der reelle oder der imasinäre Theil von a unendlich eross ist. Is 


der reelle Theil von a unendlich gross. so zeiet der in 27.) ansesvehene 


Werth von };. dass die Gleichung (25.). wenn man in ihr J; vernachlässiet. 


4 


den Werth von loe /(1--a) eenau darstellt bis auf eine Grösse von der Ord- 


nune von @ " "Pr: jst der imaginäre Theil von a unendlich gross. so seben 
die nieht verschwindenden Glieder der in (25.) aufgestellten Reihe bei Ver- 


nenalich 


-_— 


nachlässieunge von J, den Werth von los Z'1-a bis auf eine ı 
kleine Grösse eenau an. Von der Richtiskeit dieser Behauptuns überzeuet 


man sich mit Hülfe der Gleichung /26'. indem man erwäset. dass die Interrale 


fv y sin(dy)dy und /v y)cos'>y dy. 


eenommen zwischen irgend zwei von 5 unabhängigen Grenzen. zwischen 
denen w/y) nicht unendlich wird. sich der Null nähern. wenn 3 mehr und 
mehr wächst. Um den Beweis auch auf den Fall auszudehnen. dass der reelle 


Uheil von a« verschwindet. hat man dabei noch von der Gleichung: 


oe /' I-a oe /'2 a looe 1-a 


(rebrauch zu machen. 

Für die Differentialquotienten von F, nach a gelten ähnliche Aus- 
drücke. als sie für }; in 26.) und (27.) anzereben sind: daraus folet. dass 
die Reihen. die durch Differentiation aus der in (25.) vorkommenden Reihe ent- 
stehen. die Eigenschaften haben. die analox der für diese ausgesprochenen sind 

Sind @ und A endlich oder unendlich eross von beliebiren Ordnuneen. 


so hal man: 
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a+l.a+2...a+h T’i+h-+a) 
u EEE h IA-+-MIi-+a 
und 
h h 
28.) ZIlog(a+h) — Flogh loe /'1--h-+a)— loe !'(1-+-Ah)—loe I (1-+-a 
l l 


bei welcher Gleichung die Gleichung (25.) unter denselben Bedineunren eilt. 
wie bei der Gleichung (24.). 


Dieses vorausgeschickt, hat man: 


V : N 
> l i 1 
„ılh’urihv Koı BE. 
v N A 5. 
IN 
oder nach (24.), wenn man mil Gauss 
die I1--a 
| . va 
da Ä 
selzt: 
ad | i | 2 
Pr BETT - log N R)- Wen bi )* 
„KHK u-ikv h EN Kf, 


! 
i 


un 


Benutzt man (25.) und vernachlässigt Glieder. die unendlich klein weren 


It 


sind. was erlaubt ist. da diese zu der zu bildenden Doppelsumme nur unend- 


lich wenie beitragen können. so findet man dieselbe Grösse 


KH’ n | 
1 -u) Pa - — 
Ki zh A 
tl ? uU 


ki 


N ? / 
-]Jo&e N -+- — loe | » 
I > IN \ 


i 


Erwäolt man. dass 


BE. PR. PER 
loo (2 7 u) — loo ( ir) N loo (u | iR) 


und 


ist. so findet man hieraus mit Hülfe von (28.) und (25.): 


ın V | 
> R > 
ı nı[9 Hu-ikv 
; * n 
| -mlog N — (m + 4)logm -mlog( z 17) - Zlogu— tlog2a | 
l 
ef ir os mk'-- ni . un nik} 
sr K(am--1)K 4-(2n-H1)cK ) lee —  — — (K + (2n+1)ik )loe 
2Kk' ‘ | ) I\ ) ) fe k' \ \ J Sy \ 


wo alle vorkommenden Logarilhmen so zu wählen sind. dass ihre imaginären 
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‚n . . . a . a . r . . 1.» 
[heile zwischen —?-, und +? 5 lieven. Vertauscht man in dieser Gleichung 


K mit X, & mit vr, m mit n. N gegen M, i gegen —i und dividirl sie durch 


;, so erhält man: 


. 


1 
5 En RENTE 
mıı K'u-+ikhv 


- Ms 
4 


Ä 
1: .K 4 ’ 
- ‚aloe M-- (n-- M)logn -nlog(i-;) -I looerv - log 2! 
_ { Ä im { 


i 
! \ \r | aa nhK —mik’ ua cs ( N 
‘ı) N ] / () N | > nr nz en i* | \ ' I n Ze = 
((2m-+1)K + (2n-H1)iK )log 7 ((2m I)K'+iK )log 











2hkh' N! 
Ks eretebt sich hieraus: 
m V n M 
“\r =’ 1 u. nz DueR 
N} n--] k'u | ih v I m+I h'u ik v 
i ET... E HK 1 ’ 
— mlog N + — E& loe u — — (m-+ })\loei — — —- log m?r 
I K, Oo h - % 2k' 
1 + 1 K i 
zn log M+ — EZ logv + — (n +4) logi— — —— logn?n. 
K' ra A SE nn de a 
Auf ähnlichem Weee findet man. dass 
S 4 l = 1 i ’ nik 
en ae ee ae -  — TU 08 —- 77 
n.1 (KH’u + ikv)‘ (K'u--iKv)’ kh' "mhk 
l E. : I / 1 m+ıi\ f 
ısi. und dass die Ausdrücke: 
m V n M 
u je a ee 4 ERBE We. 1 
u Kintikv): (Ka Fikn): 


so wie diejenigen. die aus diesen entstehen. wenn man für den Exponenten 3 
einen höheren setzt. verschwinden. 


liieraus folgt: 





u \ ei | ad iK ik ER 
-mloe N— & log u-+(m-+1)loe — — —— loom?ı 
zu = 08H TIMTZ) NE Ta \ 
iu” F en | u i 
-— - - JogemK +log//1 (1 4 — — ) 
2IKck a K'u--ıhv 
uf » ik ik ) 
— nloe M-+-Z&looev-+ (n-+1)loe — — —- loon?r 
Kr sM+=logr + {n+ Y)legyr 510 
-.g ’ M 
u ic A u 
- log niK -+log (1 + — wre, 
2hh Be K'u--ıKv 


Addirt man zu dieser Gleichung diejenige, die aus ihr entsteht, wenn man —’ 
so erhält man: 


für 7 setzt. dabei aber x» uneeändert lässt. 








S; 
b 
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1 WW, 
| (510: gman— 





\ log ZI (H Ku a) 

















zwei leitenden Kugeln. 


fi i )) ur 
\ =/j ATrır: 
2 2Kk 
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2 ) 
kK'u—ikKv 


(29.) 
ner A - K 
= —(—nlogeM+ZFloevr-+(n-+1 ea 
K EM - )gv +(n-+4)log Zr) 
( IrIT u er 
-log 14 kK'u TR 2165 K'u u) 
Nun ist aber 
RL. K'u. 
v "EZ :aie Sr 
En 4 k 
BET seinen er Een 
(1 K'u-+ihkv - % K'u. 
I— ——l 
K 
oder nach (24.) 
Il ' 
u Br) 
NR KK 
; „—+K'u 
ru-— ; ;) 
Da weiter 
30.) !’A1—a)l(1 ER en 
sinar ” 
Ind 1I—e”* 
A - x % € 
und 
u? 
We 
folgt hieraus bei abermaliger Rücksicht auf (24.): 
n. IE 
IT: IE en K'u iR „ 


uU 14 
— — logm + — mr u m Tr! 2u e K 
' Cu K ’ m 
e / (14, | a) Ar 


(24.) 


Ferner erhält man aus 





n M 
Et) 


er r)ra-3 


| ra4! hr: - r(1+® 


Zu 
——n log Mm N» 
er 





Eruyı 
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Selzt man diese Werthe der beiden Doppelproducte in die Gleichung (29.). 
differentiirt dieselbe nach # und berücksichtigt die Gleichung (11.). so findet man: 


+2 K 1 K st un 
31. Flu) = — (Zlogrv -n»loe - +-—l0g; I —  — 
’ ra SKI/TKSSaK' Tan KR 


log P(1H ard- ZN r(1- nn 


Diese Gleichung kann benutzt werden, um mit Hülfe von (25.) F(a) aul eine 
neue Weise zu entwickeln: und zwar kann man so zwei Entwickelungen für 
F(a) finden. eine. indem man log 1 (14+5,) in der Rechnung beibehält. und 
eine zweite, indem man auch diese Grösse entwickelt. 

Die Gleichung (25.) selzt voraus. dass der reelle Theil von «a nich! 
negaliv ist; demgemäss soll jetzt angenommen werden, dass der reelle Theil 
von # nicht negaliv ist. 

vernachlässigt man vorerst in (25.) den Rest V,. bezeichnet mit { 
eine Funetion der Veränderlichen € und mit 2 die Reihe: 


\ | du AU B, “. 
OR. [ log Er 5 dogg)’ de 12. 57 (log q)"- 
DB (log Er 
133.156 











so findet man bei Rücksicht auf die Gleichung (24.) und die Gleichungen. die 


durch wiederholte Differentiation aus dieser entstehen: 








PER : u 
K'F(u) = —log(—2logeg) — 4logg +5 —- wi —)+L2, 
Kr / = / 










Wo 


39. 





Ye og 7(1+ © 7 (6-2), 











USt 


er K 




















Hierbei ist noch zu bestimmen. welcher Werth des für U angegebenen Lo- 








oarithmus zu nehmen ist. Es soll angenommen werden. dass der imaginäre 








Theil von # zwischen —iK und +iK liegt. Unter dieser Bedingung wird 
bei der Herleitung der Gleichungen (33.) die Gleichung (24.) nur auf Fälle 

















angewendet. in welchen der reelle Theil von «> -—]1 ist: in solehen Fällen 








oilt für das dort vorkommende log Z'(1+.a) die Gleichung. welche entsteht. 
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wenn man durch die Gleichung (25.) und die Gleichung 


log /(a) = log I'(1--a)—loga 
Iog/'(a) ausdrückt und dann 1-+a für a selzt. Daraus folgt. dass jenes 


{og/'(1--a) sich stetig mit @ ändert und reell ist. wenn a reell ist. und 
weiter, dass in (33.) derjenige Werth des für U angegebenen Logarithmus zu 
nehmen ist, der sich mit { stetige ändert und reell ist. wenn der reelle Theil 
von £ verschwindet. Es lässt sich hiernach und zufolge der Gleichune (30 
der Werth von U auch schreiben: 


.Io 


ie 
U = loe —-— 
sin id 


oder 
2C 


Me ee, 
e» m e - 


wo derjenige Werth des Logarithmus zu nehmen ist. dessen imaginärer Theil 
zwischen — ir und +7 liegt. 


R Dur. u Fr 
Entwickelt man in (31.) auch 7 (1 | 2) nach (25.). so findet man: 


K'F(u) = 2, 
wo (2 wieder die Reihe (32.) bedeutet und 
34.) U loe 1-e”"*). 
3 um 
> K 


ist; auch hier hat man bei der Bildung von U denjenigen Werth des Logaritl- 
mus zu nehmen. dessen imaeginärer Theil zwischen — ir und +7 liegt. 
Berücksichtigt man bei der Bildung der in (33.) und (34.) für Fi 
angegebenen Reihen den Rest V, der Reihe (25.), so erhält man mit Hülle der 
Gleichung (26.) Ausdrücke für die Reste jener. Benutzt man die Gleichung: 


Dur # 
/ f(y)eos2y-+-cos4y-+ ++ +-cos2ny }dy 
SL 
- ıf fy)dy + ga 30) HH fr) HR) He). 
"u 
in weleher » eine unendlich erosse Zahl bedeutet. so stellen sich diese 


Ausdrücke in einer Form dar, die ähnlich derjenigen ist, in welcher }, in (2%. 
aneeeeben ist. in einer Form. welche zeiet,. dass ihre Werthe beliebig klein 


oemacht werden können dadurch. dass man den reellen Theil von x mit Hülfe 
14 * 
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der Gleichung (12.) mehr und mehr vergrössert. Nimmt man mit jenen Rest- 
ausdrücken nicht die angedeutete Transformation vor und stellt in Beziehune 
aul sie eine Betrachtung an, wie sie in Beziehung auf den Ausdruck von |, 
(26.) oben angegeben ist, so sieht man, dass die Reihen für F(x) in (33. 
und (34.) noch eine andere Bedeutung haben. Ist nämlich K unendlich gross. 
so geben diejenigen Glieder der Reihe (33.). welche nicht verschwinden. den 
Werth von F(u) bis auf eine unendlich kleine Grösse genau an; ist überdies 
der imaginäre Theil von « von der Ordnung von iK, so gilt dasselbe von 
der Reihe (34.). Es ist hiernach. wenn K unendlich gross ist: 
9: 


35.) Pe un IE \ —- 0° — ea + Pe. A 
(39. KF(u log (—2logg) — w 71) log 1. IE 


und. wenn überdies der imaginäre Theil von x von der Ordnung von ;K ist: 


36.) K’Fü) = -loee(1-e), 


Wo 


Mit Hülfe von (33.) und (34.) ist es leicht Gleichungen zu bilden. welche 
statt der Gleichungen (16.) und (19.) zur Berechnung von f(x) und y dienen 
können. 

Setzt man 











1 f logt j N 
N Et s 
ice a“ Ss] Ihrer ‚log logq)- Mu I |’ 
so findet man 
1 
It) = J(gt) —log en tes) 
a 4 I\T. q Ei log gt 
&i-+e) a a an 
und J(t) = 2, wo U=log° rn - Für die in (19.) vorkommende Grösse 
H(t) erhält man: 
1 e-?° 
len OO ’ r 
Hit re En En TI; 


Hier, wie dort, bedeutet (2 die Reihe (32.) und 
SC = —logt; 
die Werthe von t sind die in (16.) und (19.) angegebenen. 
Für das in der Reihe für H(t) vorkommende U hat man: 


2 
Un... Byyas 
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IU ‚, 1—t‘ 
2. AR ° 25 zu.ui 
d£ ( BT 
AU „1—6t'-t 
en Haan 


und allgemein: 








d" U / ‘ 3 -- 1-1 ur 4 r 
— = Kaız 2)" "gl Me ——— ER 
d£ n A - ge" +1 
wo 
A, — (n ie 1) = ar 
(In $ .. 
B, = —— —- (n+1)3" +5”, 
3, EEE 
(n-+A)n(n—1) (n-+-1)n 
(! zu \ J “ en P, h N Y ar} 


Es soll schliesslich noch der Fall betrachtet werden. dass die beiden 
Kugeln einander berühren und das Gesammipotential in ihnen einen gleichen 
Werth hat. 

Setzt man den Abstand der beiden Kugeln als unendlich klein voraus 
und bezeichnet ihn durch &, d. h. macht man 





und aus (5.) und (15.) unter der Annahme, dass 1 x unendlich gross gegen 


je ist: 





e 22 „/ 2b ‘ 
de = I ee 
u _ b " 1 4 
K' 1+b 1-a , 
u, b x 





K' i+5 Ii-. 
Nach (1.) hat man: 


h(f()—fı(®))- 
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und daher nach (14.). 39. und (36. 


ww 
a,‘ 
_ 
= 
en 
= 
— 
un 
- 
u | 
1) 
2 
— 
— 
Im 
a 
I 
mul 
_ 
51 
N 
nu 
- 
| 
mn 
n 
— 
—_ 


Diese Gleichung gilt auch für diejenigen Werthe von .r, für welche z, negatis 
ist. obwohl bei der Ableitune von /35.) und 36.) vorausgesetzt wurde. dass 
der reelle Theil von » positiv sei. Von der Richtigkeit dieser Behauptung 
Iberzeuet man sieh leicht mit Hülfe der Gleiehune 12. und der Gleiehune 


| 
(A | { d 


a 


stimmt mit der Gleichune 115 in Planas Abhandluı 


iikı 33 


Die Gleichune 9 
IDerem 


Heidelbere. ım Januar 1861 











Ueber die Anzahl reeller Normalen, welche von 
einem Punkte an ein Ellipsoid xezogen 
werden können. 


(Von Ileren F. Joachimsthal zu Breslan. ) 


g. 1 
F a Y z ö BEL a: . 
us sei | | | die Gleichung des Ellipsoides. (S.., deı 
da b C 


oeoebene Punkt: für den Fusspunkt einer durch (£,n.{) gehenden Normal 


oelten die Gleichungen 


& d 7 Y > 2 
x Y nd 
a h 
Setzt man diese Brüche a. so erhält man 
ag bn cc 
2.\ t=——-., = u Mic A 
Ad u Y b u ( u 


und zur Bestimmung von x die Gleichung sechsten Grades 


| ag FE - 


(a—u)’ ' (b—- u)” (c— u) 
Wie sich aus (1.) ergiebt. ist « das Produet der Entfernungen des Punktes 
5,n,&) und des Anlangspunktes von der das Ellipsoid in (x, y. z) berühren- 
den Ebene, dieses Produet positiv oder negaliv genommen. je nachdem beide 
Punkte auf derselben Seite der Ebene liegen oder nicht. Für den vorliewen- 


(» 


den Zweck ist es angemessen in (3) statt $, n, © drei andere Constante ein- 





zuführen *) 
*) Für das ebene Problem, über welches ich hier einige Bemerkungen einschalt: 
as? bn’ 
dürfte die analoge Gleichung ————; + —— = 1 die bequemste und am meisten 
> (a—u)” (b—u 
symmetrische Behandlung der Aufgabe gestatten. Setzt man ihre linke Seite = f{u), s 
ist für den Fall der Ellipse (a>0, b>0, a>b) f(w) stets positiv, verschwindet nuı 
“ Ä ’ in CE: ag br 
für v=t%, und wird =®x für v=b oder =a; f'(w) — 2} —— 4 — 
, (a—u)’ h u 
verschwindet nur ei» Mal für den Werth a, der zwischen 5 und « liegt, und durel 
a—u a&’ 


die Gleichung —__ 


3 
— (—-) zrereben ist. Der zurehöriee Werth von fu, 
bau, a : ‘ Zi 
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Die Gleichung (3.) hat nothwendig zwei reelle Wurzeln. von denen. 
wenn wir. wie durchweg. @«—>b> e annehmen. eine zwischen x und e. 
die andere zwischen a und + x liest. Die eine dieser Wurzeln sei bekann! 


-. und die Coordinaten des Fusspunktes der ihr entsprechenden Normale 





ı 2 2\3 
gr a’&’-—-b’n’) i ; 
lemnach ein Minimum = Zn Se und f(w) hat folgenden Gang: 
a— b)’ 
x —- u. <bBb 5 >bu. <u, 77 >uu<a a > 4.00 
zunehmend x abnehmend f(u) zunehmend x abnehmend 0: 


es erreicht daher den Werth eins, je nachdem f(w,, —=], vier-, drei- oder zweimal. 
Fiir die Hyperbel sind geringe Modificationen des Verfahrens nöthig. 

Hat man sich aber auf irgend eine Weise überzeugt, dass die Gleichung, von 
welcher man das Problem abhängig macht, zwei reelle Wurzeln besitzt, so kann man 
eine Betrachtung anwenden, die für alle biquadratischen Gleichungen gilt ‚ die diese 
Kirenschaft besitzen. Sind nämlich «, , 7, ö die Wurzeln einer solchen, so reicht, 
nd das ist das Characteristische dieser Gleichungen, das Vorzeichen der einzigen 
etrischen Function | 


j 


A= (a— P’(a— y)’ (a — I) (P— z)(d— 0) (y— 0)’ 


um zu entscheiden, ob die Gleichung vier oder nur zwei reelle Wurzeln hat, im 
rsten Falle ist ./ positiv, im zweiten sind, wenn nur @ und # reell, 


a—B), (e—y)(a—Öö), (?—y)(?—0 


ositiv, dagegen (7— 06)’ negativ, also auch J. Da ausserdem 4=0 die Bedingung 
;weier eleichen Wurzeln der biquadratischen Gleichung ist, und im Normalenproblem 
lie Coordinaten eines jeden Punktes der Evoluten der Gleichung vierten un zwei 
zusammenfallende Wurzeln verschaffen, so sieht man a priori, dass wenn E=0 die 
rationale Gleichung der Evoluten ist, E zum wenigsten ein Factor von 4 sein muss. 
Behufs einer genaueren Vergleichung muss man 4 als Function der Üoefficienten 
ennen; nach Cayley's schöner Darstellung ist für die Gleichung: 


ax*-+4bz’-+6cr’+Addrte=(, a?A= J?’—?7 er, 


_ dt 


J— ae—4bd+5c’; J, = ace — ad’ — eb? — 20? + 2bed. 
Kine dritte hieher gehörende Betrachtung ist folgende. Sind Ü=0, U, =O die Glei- 


chungen zweier Kegelschnitte, so ist der Factor 4, welcher Ü—AT, in lineare 
Factoren zerlegbar macht, durch eine kubische Gleichung gegeben, die ım Falle von 
vier reellen Durehschnitten beider Curven drei reelle Wurzeln hat. aber nur eine. 
wenn die Curven sich in zwei reellen Punkten oder gar nicht schneiden. Weiss man 
demnach anderweitig, dass die Curven wenigstens zwei reelle Punkte gemein haben, 
(so z. B. im Normalenproblem der gegebene Kegelschnitt und die Hültshyperbel), = 
ist die kubische Gleichung entscheidend. 

Die bekannte Autgabe „durch einen Punkt eine Grade zu ziehen, deren von 
zwei schiefwinkligen Axen begrenztes Stück eine gegebene Länge hat” bietet mit 
dem ebenen Normalenprobleme sehr viele Analogieen dar; namentlich aber ergeben 
sich die Realitätsbedingungen durch die zuletzt angeführten Methoden, weil die Aut- 


abe unter ihren vier Lösungen ebenfalls immer zwei reelle hat. 
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— Cu» Yo» Zu, So erhält man aus (2.) die Gleichungen 


A) E_T% (a—v) y,(b—r) - 3(c—P 
Bi de .9= Ba 
a b . C 


und da (zu. %0-» 2) ein Punkt der Fläche. so lassen sich bekanntlich zwei 
reelle Grössen @ und / einführen. von denen die erössere @ zwischen a 
und 5. die kleinere 5 zwischen b und e lieet. so dass 


(4 ve . ala — a)(a— P) b(b—oa)(b— 9) clc— a\(ce— A 
m ) zT, — N / - - , 3 2 { 


;* — “ ? \ . % 
" (a—b)(a— c) I (b—a)(b—c ’ e— a)(ce—b 


Mit Hülfe von (4.) und (4*.) verwandelt sich (3.) in 


5  (a—e)(la— Pf) (a—v) | (b—-e)(b— AP) (b—v)’ e— a) c— PP) (c—ı 
u). } er. \ \ , 9 1 \ > ‚ 
, (a—b)(a—c) (a— u) b—a)(b—c) (b— u)’ c—a)lc—b) (c—u 


Von den Constanten «, 9, e, welche die ursprünglichen S. 7. - 
selzen. bestimmen e@, 5 den Fusspunkt einer dureh (£, »,. Ü) gehenden Normale. 
und = die Lage des Punktes auf derselben. indem. wenn rı das Loth vom 
Mittelpunkte der Fläche auf die Tangentialebene im Punkte (@,/) des EI- 
lipsoides bezeichnet. - die auf der Normale vemessene Entlfernunge des 
Punktes (S,7,{) vom Fusspunkte bedeutet. die Richtung nach dem Inneren des 
Ellipsoides als positiv angenommen. Für @ und > gelten die Bedingungen 
a>a>b>PTDe, so jedoch, dass das Zusammenfallen von «@ und 3 mit 
einem der Grenzwerlhe ausgeschlossen bleibe. d. h. dass die als veeeben an- 
gesehene Normale in keinem der Hauptschnitte liege, ein Fall. der besonders 
erledigt werden wird. Die Grösse v kann jeden beliebigen Werth haben. 


Um aus (9.) die Wurzel «=® fortzuschaffen. schreiben wir 


a-—70 : Ad Di, Er Win 
und erhalten 
= a f ie FA) f — ” f ‚ e Qo 
„(a -e)(a—Pß) | we „(0 —@)(a- ß) ie. RE 12. (a—e) (a— 1 
> a -412(u-v\2 a—v) 2 | 
(a—b)(a—ec) (a—b)(a—ec) a—u a—b)(a—c) (a—u)’ 


{ s ? 
. N . . e & n,\ 2 u ‚ 
Die erste Summe ist = 1, die zweile .„ und wenn dieser 
(a—u)b—u)(ce—u 
Ausdruck mit f(a) bezeichnet wird. die dritte = f’{w). Die vorhergehende 


Gleichung geht somit in 


u—-e)i2fW)+lu-e)f (wW = 0 


über; oder mit Fortlassung des Factors v—e in 


2 Er. Pr 


\ 6 . ) TEN, z — . Be u. = EEG = +— - - = ung ° 
! uU — u— da u—b u“—cC U— 0 u—ß 


Journal für Mathematik Bd. LIX. Heit2. td 



















114 Joachtimsthal, Anzahl reeller Normalen von einem Punkte an ein Ellipsoid. 


Diese Gleichung fünften Grades bildet den Ausgangspunkt gegenwärtiger 


Untersuchune. 


8. 2. 

‘s handelt sich darum für jeden Werth von e die Anzahl der reellen 
Wurzeln von (6.) zu bestimmen. Nun ergiebt sich aus (6.) zu irgend einem 
reellen Werthe von x durch eine Gleichung ersten Grades ein reeller Werth 
von r. Lässt man x alle Werthe von —x bis —-» durchlaufen. und be- 
kommt hierbei » einen bestimmten Werth ©, zmal. so wird umgekehrt (6.), 
wenn man darin r, statt = einsetzt. » reelle Wurzeln # haben. Es ist daher 


der Gang von e als einer durch (6.) definirten Function von x zu untersuchen. 











Die rechte Seite von (6.) —— — ——— . lässt sich 
un—a u— a u„—b u— un —c 
schreiben 
> —— —— I — 
u—d u—a)u—b) (u—d)u— ec) 
und 
2 2 .—— | | b—B | 1 
\ 1 r Pr GEIL SIE er gi \ = z ai a a 
(u— a) (u— @) u—b)(u— f) u—cC 


In Folee der Ungleichungen « > « >b>>PD>>e wird. wenn man den Raum 
von — we bis -w in die sechs Intervalle theilt 

oohise, cebisp, Pbisb, bbisa, abisa, abis +. 
für das erste. dritte und fünfte Intervall (7.) eine Summe negaliver Glieder, 
und (7.*) für die drei anderen eine Summe posiliver Glieder sein. Die linke 
Seite von (6.) verschwindet demnach für kein endliches reelles ». Dasselbe 
lindet daher auch. wenn man aus (6.) den Werth von » ableitet. 


a w— a)u— ea) u —b)u— P)u— c U 
ve = u—? 6 


eo} 





ES - W’ 


wo U vom fünften. W vom vierten Grade ist. für den Nenner W statt. der. 
weil er mil —- * beginnt. stets positiv bleibt: somit ist © eine continuirliche 
Funelion von #.  Vermittelst (8.) gewinnen wir den ersten Ueberbliek über 


ihren Grane 


>c ee >b >a&a 
\lu=m—v 6 a - e b | & m x 
Q <Dd <b @ er ü 
| . " - > n) Fr: / 3 R E 
= x ( < | PP >P ) <— a u Mi — oc. 


Die weilere Kenntniss des Ganges von er verlangt die Bestimmung seiner 
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’ a r - dv fp(u) Bu 
Maxima und Minima. Nun ist zufolge (8.) = 2 (wo g(a) einen mil 
+u° beginnenden Ausdruck achten Grades bedeutet), also ebenfalls eine con- 


tinuirliche Function von a, und » wird nur für die Wurzeln von ya 0 





2 r + r s \ 
: i a ® Wo (ı—2W'o(u) . 
ein Maximum oder Minimum; da nun a = —- AN ur FM) für die Wur- 
| 
p (u) 


zeln von y(u)=Ö in zu übergeht, so werden den einfachen Wurzeln 


von (a) =0 wirkliche Maxima oder Minima entsprechen. Die Differentiation 
von (6.) ergiebt 


2 (= er" ) u br 1 ü 1 N 1 f 
(u— 0) \du aa) (wu-—b)’ (u—o) ' (u-a)® 


@) u— 


En un e En 
setzt man hierin OÖ und eliminirt © mit Hülfe von (6.). so komm! 


(u— a)’ ' (u—b)' 


(10.) 


E 
——— oh + [{—n . -_—— 0. 
u—a u nl uU— a Be 


welche Gleichung nach Wegschaffung der Nenner in ya) = 0 übergeht. 
Wir wollen jetzt die Anzahl und Grenzen der reellen Wurzeln dieser 
Gleichung achten Grades bestimmen. 


$. 3. 
" . } j . ’ de 
Lemma. Es sei y(a) eine ganze Function von u, n. —=gin). I und 
AdN 


p" zwei beliebige aber durch die Relation 


(11.) g—-Vy'+gy" = 0 


von einander abhängige Functionen von az, so hat p(x) =0 innerhalb jeden 
Intervalles von v=A bis a=b (A<ZB). in welchem } und g"” endlich 
bleiben und g" weder sein Zeichen wechselt noch verschwindet, erstens keine 
mehrfachen Wurzeln, und zweitens so viel reelle Wurzeln, als die Functionen- 
reihe p, p', p" für «= A mehr Zeichenwechsel hat, als für «= B, demnach 
höchstens zwei. 

Der erste Theil der Behauptung ist evident; der zweite beweist sich 
nach der Sturmschen Methode, indem, wenn » von A bis B wächst, Aenderun- 
gen in den Vorzeichen nur dadurch hervorgebracht werden, dass # durch eine 
einfache Wurzel von g (u) =0 oder y'(a)=0 geht, im ersten Falle aber be- 


15 * 
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die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe y, y', p" 
Diesen Hüllssatz wollen wir auf die Gleichung (10.) anwenden. 


kanntlich ein Zeichenwechsel zwischen g und ' verloren geht. im zweiten 


ungeändert bleibt. 


Wir 


























Die Coellieienten von (a—/, 


Bei de 


" 


Yf u 


14. 


selzen: 


und (a — a 


(u 


1 (@-+,7) geht. Nun ist 4(a-+P) <a und 
als b sein. 


nicht ändert. müssen diese beiden Fälle daher gesondert werden. 





schreiben 
D 
/ / \ we I\ 
a—-a\ua—b)u—-c)=D, (u-o)u—-P)=4, Zur 
| l 1 1 1 
nal (u— a) u—b) n— 1 (u—o (u—Pp) 
piu D’4° \, 
| / | 1 1 | ) 
\au—ad u—b u —( u— a u—ß 
“0 is! 
z' l l l l 
z au—a u—b u—c u-a wu-—P 
und 
(; rc a FE N 
? ? “\-, am = 4 44 PR. DE au 
Y 24 D w| f z . % \ AI Be Er . 
WOTAUS 
g 7 44°4 (2 — 223" ) 2dtzz" 
und 
12.) 14’ y(u)— Ay (u) 24'Dz". 
Nun ist 
D a — a) (a —b)(@ — ce) 1 (B-OCA—b)(B—c) A 
s=— =u4i+- —, a 4 er AS sähe ET 
J a—# U—d B— a u—ß 
wo 4) kein » enthält. folglich 
ga ‚(a—-a)(a—b)(a—ec), . B— a) B—-b)( P—c), ul un 
3 6 (a PH — — (ae) = —bf(u). 
! & ri \ l 7 [v} ne \ / \ f\ / 
»\4 


innerhalb der Klammer sind wesent- 


lich negativ. also auch f(w@). Durch Substitution der Werthe von I‘, 4, D 
und „/*z"’ verwandelt sich (12.) in die (11.) analoge Gleichung 
(u—a)(u— P ‚x, 9a —-a)u—b)u—c) „, 
+) & « \ “ “ 7 
>. HB) — —— op (u) + ———— — — f(a) 0. 
e / 4(2u G - P) / \ / f Zu — ÜU-— pP f\ P 


r Anwendung des Lemma’s können wir nach dem über f(x) Gesagten 


ayu—b)(u— c) 
Zu—a—Pß 


eine Funelion. die ihr Zeichen ändert. sobald x dureh a. b. e und 


c, kann aber eben sowohl >> 5 


Bei der Feststellung der Intervalle, in welchen g” sein Zeichen 
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Weil g(a) mit +«° beginnt. haben wir 


(# — x)=+: Y(+x)=+; ferner finde man ohne Weiteres 
(15.) ‚? €) = (e-a)’ (c—b) (c—e)'(c—P)’ also -. eben so y(b). y(e). 
pp, —3(P—a) (P—-bY (P—e)(P—a) also .„ ebenso le). 
Ferner 
yo (—-x)=-—. 9(+%x)=+, und aus (13.) ergiebt sich 
u. 4ARa—a— Pd, ' 
p(a = —-p a), also r. 
P\ (a a (a —n1) F ce 
4 %b — a — 
’ / 
ob —— 0o[b). also . wenn b ı (a +). 
P\ (b—a)(b—/) da P 2 
16.) und .„ wenn b< 1(0 +7), 
\ u 2 I 
. 4(2c—a— Pf) al 
pe | — -p(e) also -. 
f i (e—a)(c— Pf) EN 
= ! ) 4 [= ß \fa- v) )(® v) \ofi AN 
TE We a er nd 5 wi, 
also =+, wenn b > 1(a--P), und .„ wenn b<!(a-+P). 


Wir wollen den Raum von — x bis -—-» in kleinere Intervalle zerlegen. in 
welchen g"(w) jedesmal sein durch (14.) leicht zu bestimmendes Zeichen bei- 
behält. Vorzeichen, die in (15.) und (16.) nicht bestimmt sind. haben wir in 


den nachfolgenden Tabellen durch ein Sternchen bezeichnet. 


IN 
| b (a [? ) 
| 2 3 4 5 6 7 
—eeeuerurn en 2, Alla) Heaerf)tıe db bb aa alte + 
I I 3 \ l 2 \ auf | 
Yf en 4 = I 
Ti En -_ ” ” „ | 


Nach dem Lemma ist also in den Intervallen (1.) und (7.) keine Wurzel. in 
den Intervallen (2.), (9.) und (6.) je eine. wie man auch die unbestimmt ge- 
lassenen Vorzeichen wählen mag: in (3.) höchstens eine. ebenso in (4.). also 
1 (@-+-/) selbst keine 
/ 


Wurzel ist) keine, eine oder zwei Wurzeln. da aber p(?) und g(b) ent- 


in dem Gesammtintervalle von / bis b (vorausgesetzt. dass 


gegengeselzle Vorzeichen haben, so ist genau eine Wurzel vorhanden. Ist 


‚f@-+-Pß 
) 


jedoch %(a@-+-/) eine Wurzel, so kann es. weil GG; 0. nur eine ein- 


fache sein. Dann gestaltet sich das Schema für beide Intervalle also: 















118 Joachimsthal, Anzahl reeller Normalen von einem Punkte an ein Ellipsoid. 





3 4 
u — PB 3 (a -- P) is 1 (& 7 P) 4 € b Er 
p — — | . 4 i 
' } | | 
gg — x Er 5 Tr = 
7 
Y = | 7 er rn 


Beide Intervalle enthalten demnach keine Wurzeln und das Gesammtintervall 
von 5 bis b nur eine Wurzel = 4 («-+-/),. wie oben. 
1. b<4(@+P). Auch hier sind 7 Intervalle zu unterscheiden, von 


denen (1.). (2.). (6.), (7.) mit den obigen identisch sind; die drei übrigen sind 








3 4 Bi) 
u =ßP b-e b+e 4a+M)—: la+M+e «a 
= — 2 2 x 2 — 
4 | ) 
f  - -: ni a — = 
2 ! | j 
0 = | 7 . u 7 1 


demnach ist in (3.) eine Wurzel, in (4.)--(5.) zusammen eine. und der Fall. 


@--9 ’ . 
dass +(*5#) —V, erledigt sich wie oben. 


1 f / 2 a. Re . 
1. b=4(e+P); 9 (w)=—(a—a)(u—e) ist zwischen a und ce po- 
sitiv. sonst negativ; man hat die Intervalle —oo bis c—e, c-+e bis b—e, 
b-+e bis a—e, a+e bis +% zu unterscheiden, von denen (1.) und (4.) mit 


den früheren (1.) und (7.) identisch sind und keine Wurzeln enthalten, die 


beiden übrigen geben 


7 —= (C+E b—e b m Ad—E 
a = | | 1 1 
p = = x * 5 
A N 
p u g x 1 7 
Ein jedes Intervall kann somit höchstens zwei Wurzeln enthalten. und enthält 


sie auch wirklich, weil g(e)=+, p(P)=-—. y(b)=+. Yy(e)=—, Yyla)=+- 


Wir haben somit das Resultat: 

Die Gleichung y(a)=0 oder (10.) hat vier und nicht mehr reelle 
Wurzeln je eine zwischen e und 5, 5 und b, db und «, « und a, und jede 
derselben ist eine einfache. 


Die Gleichung % (a) =0 verdiente vielleicht auch nach 


Anmerkung. 
Im ebenen Problem ist die 


anderen Beziehungen eine genauere Discussion. 
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entsprechende Gleichung 
1 1 ) l 1 1 I 


(u— a) (u—b)’ (u—e) u— da u—b u-—ao 
für welche die obigen Resultate sich auf die verschiedenarliesie Weise ab- 
leiten lassen, eine solche, deren Invariante zweiter Dimension (die Grösse J in 
der Note zu $. 1) verschwindet. Drückt man dieselben durch die Wurzeln der 
biquadratischen Gleichung &. &., &, &, aus, so heisst dies I, —8,)(3,—e,) —0: 
eine Relation, die bei einer biquadratischen Gleichung mit reellen Coeffieienten 
nur bestehen kann, wenn zwei der Wurzeln reell und zwei imaeinär sind. 
Dieselbe Invariante verschwindet auch für die den vierten Grad nicht über- 


steigende Gleichung 


’ 1 1 1 ! l 1 | RT 
2 + ta) -(— 4 — + — - —) =0. 
(u — a) (u—b) (u—c, (u—@) u—a u—b u—c wu—a 





Nennt man die Wurzeln von g(a) =0O nach aufsteigender Grösse ze- 
ordnet %,. %,. %,. a, und die zugehörigen durch die Gleichung 
2 1 | 1 1 1 1 


» 
M) u—_—v mwu-—a wu—b  u—c u—a u—P 








definirten Werthe von © bezüglich ®,. ©. %;,. v,. so sind. da für u=— m», 
e—=-0. beim Wachsen von » also zuerst ein Abnehmen von » stattfindet. 


ec, und ve, offenbar Minima. ©, und ve, Maxima. und man hat 


v, <r, 9a <0dn 0% <Zo,, so wie zufolge (9. 


0, <fP, m >P, 9 <o, 0,>eo, also 9, >op,. 


(17.) 


Trägt man auf der gegebenen Normale mit Berücksichligung des Zeichens 
m j @& 3 © n, v, v 
vom Fusspunkte (2, Y,, 3,) aus die Strecken —. mr ae, SE 

a T ST st gt 7ı 7ı 
(ef. $. 1) und nennt die Endpunkte der Strecken («). (?). (v,) u. 8. w.. so 


haben nach (17.) diese Punkte folgende Lage: 


(x) (v1) (0) (4%) 


Namentlich aber können die Punkte (v,). (©). (©), (e,). welche die nach 
beiden Seiten unendliche Normale in fünf Stücke zerlegen. nur eine der fol- 
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eenden vier Laeen haben: 


E \ f “ “ \ f “a \ / “ \ Fi \ i nm \ “ \ E D \ P “ \ . \ q . 
ko: Aa (8) (ei) (853) (02) (4) (H&R) 1%) (05) (01) (84) (2) (+ x) 
( . 
; j - “ \ [ . \ f “ f “ [ u f oe‘ f “ f “ “ a 
| x) (v1) (0) (84) (ve) (+®) —x) (8) (m) (©) (v,) (- x). 





Die Strecken (v,) (®,) und (v,) (v,) fallen also entweder zum Theil auf ein- 


ander. oder die eine liegt in der anderen. 

Während # von —x bis + se wächst. geht ® continuirlich von +% 
bis »,. von ®, nach ©,. von ©, nach v,,. von ev, nach e,. von ve, nach —x. 
Verfolgt man diese Bewegung in jeder der obigen vier Anordnungen (17.”), 
so sieht man. dass der Endpunkt (v) der Strecke - jedesmal die beiden 
äussersten (nur nach einer Seite begrenzten) Theile der Normale einmal, die 
ihnen anerenzenden dreimal. den mittelsten fünfmal durehläuft. 

Ueberlraeen wir dies auf die vorliegende Aufgabe. so heisst dies: von 
einem Punkte (S,n,{) der gegebenen Normale lassen sich noch fünf, drei oder 
eine Normale an das Ellipsoid legen, je nachdem der Punkt (5, »,.) auf bei- 
den Strecken (v,) (v>). (5) (#,). oder nur auf einer, oder auf keiner liegt. 

Mit Hülle einiger das Ellipsoid betreffende Formeln lässt sich dieses 


Resultat einfach ausdrücken; wir wollen dieselben jetzt zusammenstellen. 


S. 5. 
Sind @ und > die Quadrate der Halbaxen des der Tangentialebene im 


Punkte (@,. 90. 3.) des Ellipsoides parallelen Diametralschnittes, so ist 


Zw. „»  ala—ea)(a—P) b’b—e)(b—P) i e(c—a)(c— P) 
| " (a—b)(a—c) 9 (b—a)(b— ec) “ c—a)(c—b) 
. . . . 144 3 / . Pr u > ’ \ 
Die Haupikrümmungsradien sind — und — {und beiläufig n’a9 = abe). Ist 


(X, Y,Z) der zugehörige Krümmungsmittelpunkt, so hat man: 


AÄ—ı Y—y, Z—3, 2 


_: - —  _ — — a oder =— 7; und hieraus 
he 0 Yo E 4 , 
a b c ? 
{ \3/ .\ f == \3/ En (pr PER \3/n m. 
18.) y: _ (eu) (a-W) y: — (b— u) (b— w) za _(ezw)(cez w) 
\ >.) « 2 | I r a - & \ . d as: Pr \ x oe 
ala — b)(a— c) b(b—a)(b— c) e(e—a)te—b) 


wo entweder v=e, w=P oder a=P, w=e zu setzen ist. Giebt man aber 
u alle möglichen Werthe von a bis 5b, und » eleichzeitig alle Werthe von 
b bis e, so ist der Ort des Punktes (X, Y, Z) eine Fläche F, (der Ort der 


Mittelpunkte der grösseren Hauptkrümmungskreise). und wenn man die Inter- 
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I 


valle für # und ®» vertauscht. so ist der Ort eine zweite Fläche F,. welche 
die Centra der kleinen Hauptkrümmungskreise enthält: F, und F, können als 
Theile einer Fläche angesehen werden. deren Gleichung dureh Elimination von 
„ und ww aus (18.) erhalten wird, die Fläche der Krümmungsmittelpunkte 
Jede durch den Anfangspunkt gezogene Grade trilli F, in zwei zu diesem 
symmetrisch gelegenen Punkten und eben so F. Denn soll X:Y:Z = Iımın 


sein. so sind # und z« durch die Gleiehune bestimmt: 


3/ 3 
a— u) (a—w b—u)’(b—w c—-u)’(c— w 
19. !’:m’:n 4 


ala —b\(a—c) b(b-a)\(b—- ec)" c(lce—a)\(ce—b 
woraus 

. al’ bm’ en‘ 

20. - — (). 


h RE) — | 


welche Gleichung nach bekannter Schlussfolee nur zwei reelle Wurzeln. eine 
zwischen a und 5b. und eine zweite zwischen 5b und e enthält. Aus /19. 
folgt für jedes reelle « zwischen a und b (b und e) ein reelles w zwischen 


h und e (a und 5b). Demnach sind F, und F, geschlossene Flächen. 








Wir wollen jetzt die Durchsehnitte der Normale des Ellipsoids am 
Punkte (,. 90. 2.) mit den Flächen F, und F, bestimmen. Es seien X, Y, Z 
die Coordinaten eines Durchschnittes. so müssen ausser (18.) noch die Glei- 


ehuneen 


7 b ri 


stattfinden. Substituirt man die hieraus sich ereebenden Werthe von X. Y. Z 


in /18.). so werden x. wc. ® dureh die Gleichuneen bestimm!: 


| a— u) (a—w) (a— ve) (a—o)(a—P). 
(21. (b-a)’(b-w) = (b-ev)(b—-o)(b—P). 
(e—u)(c—w) (e —ov) (e—-o)(c—P). 


Die Annahme x —=a eiebl vr =a,. und aus den beiden anderen Gleichungen 


in (21. 


, (6 0) (da— fr) 2 ad a)(d fe] 
vo = aA [04 Le u 6 “ n d 104 PH 
b—a C—d 


was. weil @a—e, a—/ von Null verschieden sind, auf einen Widerspruch führt: 
eben so wenie kann @—=b oder =e sein. Wir können demnach aus (21. 
die beiden Gleichunsen ableiten : 


Jowrmal tür Mathematik Bd. LIX. Heft?2. 16 
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99, (4-9) (a—a) (a B) , b-v)’ (b-a)(b—-P) , (c—v) (c—e)(c—P) 1-0 
U (a— u) (a—b)(a—c) (b—u) (b—-a)(b—c) (c—w) (c—ua)(c—b) 
99, (a—v)’(a—a)(a—P) , (b—v)’ (b-e)(b—P) |, (c—v  (c—a)(c—P) 

23.) — — + I > en v0. 
a— u)’ (a—b)(a—c) (b—- u)’ (b—-a)(b—c) (c—u)’(c—a)(c—b) 


Umgekehrt lassen sich aus den beiden Gleichungen (22.) und (23.) die drei 


Gleichungen (21.) ableiten: denn drei beliebige Grössen y, y', 7" können. 


wenn (a—b)(a—e)(b—-e) 0, immer unter die Form gebracht werden: 


dus ' 9 FR .£| el 2 r 2 N ! ı ee 
y Er Tt &, y € I I), 7 eretec, . 
Schreibt man statt (22.) und (23.) 
’ FR A] 
u | / | R. Rr N 
a—b)(a—c) (b—-a)(b—c) (c—a)(c—b) 
und 
r a „N ’ 
1 | fi u . . | S 1 () 
a—b)(a—ec) a—u (b—-a)(b—c) b—-u (c—a)(c—b) c—u 


7 ! 


° . D > . o 2 
und substituirt für 7 e-+-8a-+ ea u.s. w.. so ergiebt sich erstens, dass & — b, 
. ! ) Ki .. ® “ 
und zweitens. dass &-+et-+-f den Faclor t— u enthält. also eleich (Eu) (tu 
veselzt werden kann; demnach ist 7 = (a—u)(a—w) u. s. w. Erwägl man, 


dass. wenn 3, die ganze Funelion F(z) nicht verschwinden lässt. 3, eine 


doppelte Wurzel von f(z)=0 ist, sobald es den Gleichungen £ — —=U, 
al, : 
E = 0 venüot. so sieht man. dass für @® nur solehe Werlthe zu nehmen 
(IS 


sind. die der Gleichung (22.) eine Doppelwurzel verschaffen, und für « diese 
Wurzel selbst. mit Ausschluss von v=a, =b und =e. Nun ist Gleichune (22. ) 
keine andere als (9.); und nach den Rechnungen in $. 1 und $.2 kann man 


für dieselbe schreiben: 


u v) ua—a)lu BP) A | | 1 1 | 2 N 0 
a — a) u—b)(u— c Uu- a u—b  wu—c U— 08 u— u—v) , 
oder 
n—t , 
{ / .\ > *) f ” f \ f ER [ E I\ı 
= Wla—v)— 2 (u-a) (u—b)(u—ec)(a—a)(u—P)} =. 


— (ka — BR 
Die Werthe von v. welche dieser Gleichung eine Doppelwurzel verschaffen. 
machen entweder #2 =ev. und dann sind sie (wiederum mit Ausschluss von 

> 


a, b und ec) = « und =, oder sie geben dem anderen Factor eine Doppel- 


wurzel. und dann hat man für diese 
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) 1 - 
; Be e; 


a—a) (Mm—b)  (m—e)’ ua— ao) (u—f)’ u— 


man kommt also auf die behandelte Gleichung (10.) wieder zurück *). Somil 
haben die Gleichungen (22.) und (23.) nur folgende sechs Lösungen: 
v PovVvd»n ev eo 


4 


u u» a m M. 


Zu jedem Werthepaare von © und # bestimmt sich aus (21.) ein reelles 
c, das zwischen « und 5 liegt. wenn # zwischen b und e lieet und umee- 
kehrt. Die Normale am Punkte (r,. 9. 2,) des Ellipsoides hat also mil der 
Fläche #, die drei in $. 4 mil (@). (?;). (@,) bezeichneten Punkte gemein- 
schaftlich, nnd mit F, die Punkte (9). (8), (es). Dass die Normale mit jeder 
der geschlossenen Flächen F,. F, eine ungerade Anzahl von Punkten veemein- 
schaftlich hat. erklärt sich daraus. dass sie F\, in (oe). F, in (7) berührt. Wenn 
man den Beweis dafür analvlisch führen will. so kann man entweder auf die 
Formeln (18.) zurückgehen. oder es unmittelbar daraus schliessen. dass die 
Diseriminante von (D.) oder von 


(u—v){W (u—v)— 2 (u—a)(u—b)(a—c)(u—eo)(u—ßp)} v 


\ 


) 


offenbar die quadratischen Facloren (ve -e), (e—-P) enthält. Da für die vor- 
lievende Untersuchung dieser Umstand aber ohne Bedeutung ist. so gehen wir 
auf diesen Beweis nicht näher ein. 

Die Resultate des $. 4 lassen sich demnach folgendermaassen aussprechen: 

Kine nicht in einem Hauptschniltte des Ellipsoides liegende Normale trili 
jeden der beiden Theile F,. F, der Fläche der Krümmungsmiltelpunkte. ab- 
voesehen von den beiden Krümmungsmiltelpunkten (@) und (7). welche zum 
Fusspunkte der Normalen gehören. in noch zwei Punkten (v;). (0,) und (v,). (© 
Die beiden von den Normalen in F, und F, bestimmten Sehnen enthalten jede 
eines der Centra («). (7?) und sind durch keinen endlichen Raum von einander 
eelrennt. d. h. die eine liegt zum Theil oder ganz in der anderen. Ferner: 

Von einem Punkte lassen sich an ein Ellipsoid sechs, vier oder zwei 


Normalen ziehen. je nachdem er innerhalb beider Theile F, und F, der Fläche 


*) Man hätte diese Betrachtungen mit Hülfe der Curve, welche (22.) oder (».) 
repräsentirt und die aus einer parabolischen Curve fünften Grades und einer Graden 
besteht, wenn « und © als Ooordinaten angesehen werden, abkürzen können. 


16 * 
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der Krümmungsmittelpunkte, oder innerhalb des einen und ausserhalb des an- 
deren. oder ausserhalb beider liegt. 

Anmerkun®e. Zum vollständigen Beweise dieses Resultates gehört 
noch die Betrachtung des Falles. dass der gegebene Punkt in einer Haupt- 
ebene liest. 

Die (cry) Ebene schneidet die beiden Flächen F, und F, in der Curve 


l 1 ı 
‘ \ 9x . / I\ / wi 
(24.) (az’)'-+-(by‘)' = (a—b). 
PR ac” | by‘ 
(253.) +; b; 
a—c)  (b—c)' 


\on den Fusspunkten der sechs durch (Sn) gehenden Normalen liegen vier 
in der Grey) Ebene. und ihre Realität hängt davon ab, ob (Sr) innerhalb (24. 


liegt oder nicht: die beiden anderen ausserhalb der (zy) Ebene. und ihre 


\ 


Realität hängt davon ab. ob (Sr) innerhalb (25.) liegt oder nicht. Die Com- 
binalion beider Resultate zeig! die Richtigkeit des Hauptsatzes für diesen 
speciellen Fall. 

Von den beiden Curven, der Ellipsenevolute und einer Ellipse, aus 
welchen die Durehschnille von F, und F, mit den Coordinatenebenen bestehen. 


oehöri zu F, in dem einen Hauptschnitte die Evolute. in dem anderen die EI- 


—_ 


lipse. in dem dritten ein Theil der Evoluten und ein Theil der Ellipse, ebenso 
ist es mit PM. 


Breslau. im Januar 1861 *). 


#) Noch che diese Abhandlung in die Oeffentlichkeit gelangt ist, hat ein früh- 
zeitirer Tod am d. d. M. ıhren scharfsinnigen Verfasser aus der Mitte seiner Lauf- 
balın torteeraftt. 

Die (srösse des Verlustes, den die Wissenschaft durch seinen Tod erleidet, wissen 
die Leser dieser Zeitschritt zu ermessen, die ihn aus einer Reihe von Abhandlungen 
als vielseitigen Forscher in den verschiedensten T'heilen der Analysis und vor Allem 
in ihrer Anwendung u. die Geometrie kennen. Er begnügte sich nicht, die Fragen, 
die er behandelte, dureh Hinzufügung einzelner neuer Thatsachen und E reebnisse zu 
fördern, sondern ging überall bis zu den einfachsten Gründen zurück und suchte so 
zwischen vere inzelten E reebnissen einen Zusammenhang aufzufinden. In dieser auf 
das Ganze gerichteten Thätigkeit seines klaren Geistes lag die seltene Lehrergabe, 
die ihn auszeichnete, und die seinen Tod für den msiheimatischen Unterricht zu einem 
ebenso beklagenswerthen Ereigniss macht, wie für die mathematische Literatar. 


Berlin, im April 1861. B. 
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Ueber ÜUurven vierter Ordnung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





S. 1. 
Von einigen Ourven, welche in der Theorie der Uurven vierter Ordnung zu 
betrachten sind. 

Di: Theorie der Curven »’” Ordnung knüpft sich nalturgemäss an 
die der Curven niedrigerer Ordnungen an: bildet man die verschiedenen Po- 
laren. und die Grundformen derselben. so sind dies auch Grundformen deı 
Curven z” Ordnung. d. h. solehe Formen. welche durch eine Transformation 
der Coordinaten wiederum in die frühere Gestalt übergehen. multiplieirt mil 
einer Potenz der Transformalionsdeterminanle. 

Die Grundformen, welche man so erhält. sind sehr verschiedener Arı 
So geben die Invarianlen der ersten Polare Covarianten der ursprünglichen 
Funeltion: die zugehörigen Formen „eben Zwischenformen: die Covarianten 
aber eine Art von Grundformen. welche sich von eieentlichen Covarianlen 
dadurch unterscheidel. dass sie eleichzeilie in Bezue auf die Coordinaten 
sweier Punkle homogen sind. 

Da unter solehen Grundformen für die Geomelrie vor Allem die eiwen!- 
lichen Covarianien von Bedeulune sein werden. so wird man zunächst den 
Salz benutzen. dessen Richtiekeit an sich deutlich ist: 

Die Invarianten der verschiedenen Polaren sind Corarianten der ur- 
sprünglichen Funetion. 

Wenn man dies z. B. auf die Curven vierter Ordnune anwendet. zeis! 
sich zunächst die erste Polare. welche eine Curve dritter Ordnung ist. Dies: 
hat zwei Invarianten S, T, nebst der in vieler Hinsicht merkwürdieen Ver- 
bindune derselben R = T’—S°’ Man hat also hiernach für die Curven vierler 
Ordnung die CGovarianten S von der vierten. T von der sechsten. AR von der 
zwölften Ordnung. Die Curven S=0,. T=0, R=0V sind daher Fundamental- 
eurven für die Belrachtung der Curven vierter Ordnung. Die geomelrische 
Bedeutung derselben ist leicht ersichtlich. Die Curve, welche entsteht. wenn 
man die Determinante der Polare gleich Null setzt. und welche im Folgenden 
eine grosse Rolle spielt. mag der Kürze wegen Polardeterminante genann! 


werden. Die Curve $5 ist dann, nach der Theorie der Gurven dritter Ord- 
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nung. der Ort derjenigen Pole. deren Polardeterminante sich in ein Dreieck 
ullöst: oder, wie ich an einem anderen Orte gezeigt habe. bei denen die 
\Wendetangenten der Polaren sich zu dreien in drei Punkten begeenen. Ferner 
ıs! T der Ort derjenigen Pole. deren Polaren mit ihren Polardeterminanten 
ın dem Reeiprocitälsverhältniss stehen. dass die Wendetangenten der einen 
immer die anderen berühren. Die Curve R=0 aber ist der Ort der Pole. 
deren Polare einen Doppelpunkt hat: und der Ort dieses Doppelpunktes is! 
dann ./=0, eine Curve sechster Ordnung. welche durch die Wendepunkte 
der Curve vierter Ordnung „eht. und zugleich die Invarianle der zweiten 
Polaren ıst. 

lit diesen Formen ist der Kreis der Covarianten zunächst abgeschlossen 

Ueber die letzterwähnten Ortscurven hat Herr Steiner (dieses Journal 
Bd. 47. pag. 4) einige merkwürdige Sätze bekannt gemacht. auf Curven ganz 
heliebigen Grades bezügtich. Wenn auch der vollständige Beweis jener Sätz« 
die Kräfte der Analysis noch zu überschreiten scheint. so wird man doch im 
Foloenden. nebst anderen Sälzen. auch einige derjenigen bewiesen finden. 


welehe Herr Steiner dort aneeführt hat. 


S. 2. 
)oppelpunkte und Rückkehrpunkte der Polaren bei algebraischen Uurven im 
Allgemeinen. 
is sei @=0 die Gleichung einer Curve »"” Ordnung. und 


1 eu 1 ou 
—, H;; —————— abe. 
n 0X ” nn ı O2: OL] 


Is! dann y ein Punkt. dessen Coordinaten Y,. 95. 9, sind. so ist die Gleichung 
seiner Polare 

EN -F Ya, =V. 
Die Wendepunkte dieser Curve findet man. indem man r in «4.2 über- 


sehen lässt. wodureh ® in 


be ı0 i n.n 1 en ) 
[e] = e+nl.Do+ —5—K Dr+ 


übergeht. und dann die Bestimmune trifft. dass D’r in zwei lineare Factoren 


! , ) ) 
iD Lt u 3,2 %.2.+/.2 
&. 9 13 092837 03233) \ Pızı T i?2®r I323 


zerfällt. Hierdurch erhält man die sechs Gleichuneen 


R%; Yıllıza m Yallız 7 Yalızır 
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Diese Gleichungen drücken zunächst nur aus, dass y auf der Polardelerminanl 


von y liege. Fügt man noch die Bedingung hinzu 


2.) [1 =, m +0,r, —(0. 


\w 


welehe mit der Bedineune @ = 0 übereinkommt. so wird .r ein Wendepunkt 
der Polaren,. und & wird die Wendetaneenle. 

Die Gleichungen (1.). (2.) schliessen bereits einige veomelrische Re- 
sultate ein. Eliminirt man aus (1.) die @, 9, so erhält man die Polardeter- 
minanle 

Yılım ad Yallaa  Yalzııa Yıklıra ı Yalııaı Yaklzına Yıllıza Yolkaız ı Yatlıız 
3.)0=4, Yıllın Ya lat Yadzızsa Yıllıaat Yallızat Yallzaa Yıllızzı Yalınz Yan 


Yıklısd Yalazı Ylsız Yılzar Bst Ydlzaza Yılızzı Yallzzı Ya; 


Verbindet man dies mit der Gleichune © = 0. so erejebt sieh der Salz: 

Es giebt immer drei verschiedene Pole, deren Polaren in einem yeye- 
benen Punkte einen Wendepunkt haben. 

Kliminirt man aber aus den Gleichungen (1.) die y und die 9. so ist 
das Eliminalionsresullat eine Determinante, welche nach Herrn Aronrhold dureh 
S,=0 bezeichnet werden kann. (Vel. dieses Journal Bd. 55. pag. 159.) Die 
Coellieienten @, welche die Gleichungen der drei entsprechenden Wendelan- 


venten bestimmen, erhält man daher direel aus den Gleichungen: 


(4.) Ss - 0. 0& = 0. 


14 
deren erste vom dritten Grade ist. 

Rückt der Pol auf einer Curve (y)=0 fort. so beschreiben die 
\Wendepunkte der Polare eine Curve, welche durch Elimination der y aus 
e=0, J,=0, g=0 erhalten wird. Ist diese Curve insbesondere eine Gerade 

(9.) GYHToNp+GY% = LO. 
und seizt man für den Augenblick 
/£P\\ j f \ 
(6.) ä, — VW Yı» Ya» Y3)- 
so ist das Resultat der Elimination, wie man sogleich sieht: 
f.), 0 = via — 6;%,, 63% — CU WC N. 
Wenn also der Pol eine Gerade beschreibt, so beschreiben die Wendepnnkte 


der Polare eine Curve der 6(n— 2)" Ordnung. Sämmtliche Polaren, deren 


Pole auf der Geraden liegen, schneiden sich aber in (n—1) Punkten, den 
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Losungen der Gleichungen 
zei, Hals, wie. 


Diese (ni) Punkte sind dreifache Punkte der Carve (%.)*). 


J/ 


Betrachtet man in (T.) die x als constant, die ce als veränderlich, so 


st 0 0 das Produet dreier linearen Facloren, welche die Gleichungen der 


‚bengedachten drei Pole sind, deren Polaren x zum Wendepunkt haben. U.s. w. 


Soll nun insbesondere die Polare einen Doppelpunkt haben. so müssen 


sleichzeitig die Gleichungen bestehen (vgl. (1.). (2 


\®.)): 


| Yı lan H Yadlaın + Ya dzir 


tu Fi x 
’J ” | OD au » 
(m +;B;=V, Artnr t4+ Pr; v. 


i 


ls is! dann .r der Doppelpunkt, e=0,. = 0 sind die beiden Tangenten dessel- 


ler zueehöriee Pol. Indem man aus diesen Gleichunsen die . @. ” 


J 


ben. Y ist ı 
eliminirt. erhält man die Gleichung der Curve. auf welcher die Pole aller mil 
»inem Doppeipunkt versehenen Polaren liegen. Sie mag durch R=0 bezeichne! 
sein.  Kliminirt man hingegen die 9, e, 5, so gelangt man zu der Orlscurve 
der Doppelpunkte. Die Gleichung derselben ist die bekannte Hessesche De- 
Ierminanlte, gleich Null gesetzt. Denn multiplieirt man die erste Gleichung (S 
mil .r, und summirt nach 4, so komm 

Yıflı  YypUarYlız — v. 

Yılat at Yyız = V. 

Yıdlzı U t Yzızz VÖ. 
woraus sich durch Elimination der y sofort ergiebt: 


PA} 


Kliminirt man endlich die x, y. P. so erhält man die Gleichung der- 
jenigen Curve. welche von den Tangenten des Doppelpunktes umhüllt wird. 


Die beiden Curven R=0. A,=V hat Herr Steiner im Zusammenhanee 
betrachtet. und eonjugirle Kerneurven der Curve @«=0 genannt. Von den 
Sätzen. welche Herr Steiner dort anführt. hebe ich nur zwei hervor. um sie 


analvlisch zu begründen: 


) Wenn die Gerade eine Curve f")(e, ,e,,c,)=0 umhüllt, so beschreiben di 
Schnittpunkte der Polaren also die Curve m(n—1)'” Ordnung f(u,,u,,u,)=0. Dreht 
sich insbesondere die Gerade um einen Punkt £, so ist die beschriebene Curve die Polar: 
"on &. Herr Steiner hat die (a — 1)” Punkte Polare der Geraden genannt. 
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So wie bekanntlich die Curve 4,0 durch die Wendepunkte von u 0 
hindurchgeht, ebenso berührt R == 0 sämmtliche Wendetangenten. 

Zu diesem Zweck braucht man nur die Gleichune 

0.) yatypm- Yu; 0 
zu dillerenliiren. um mit Hülfe von (9.) einzusehen. dass auch 
dy,.udy.u,. dy;.u, ( 
ist. Daher ist (10.) die Gleichung der Tangente für die Curve RO im 
Pole y von x. sobald man statt der y die laufenden Coordinaten setzt. Ist 
nun aber insbesondere x ein Wendepunkt. so ist (10.) auch die Gleichung 
der Wendelangente, diese berührt also auch R=0. 

Ferner: 

Zwei Pole, deren Polaren einander berühren, liegen immer auf einen 
Tangente von R=-0: und zwar berühren sich die Polaren aller auf einer 
solchen Tangente gelegenen Pole in einem Punkte, dem Doppelpunkt x, wel- 
chen die FPolare des berührungspunktes y der Tangente enthält: die gemein- 
same Tangente aller Polaren ist aber die Verbindungslinie von x und y 

Sollen nämlich z, f zwei Punkte sein. deren Polaren 


3, %, 73% 3% =V, Lu +bu+bu, =0 


sich berühren. so müssen die Gleichuneen bestehen: 


(11. 21 U; + 3%; + 3395; u(tu; tb, + bu; 


Seizi man also 

Y, z cl 
so hat man die Gleichungen {/9.) vor sich: die Verbindungslinie von 3. f enl- 
hält also einen Punkt von R=0. und ist Tangente in diesem Punkt. da die 
(sleichung der Tangente (10.) | 

Ya+Y+ Y;u; 0 

für ) z und Y=7 erfüllt ist. Der Berührungspunkt der beiden Polaren 
ist aber nach (11.) der zu y gehörige Doppelpunkt «=: und in demselben be- 
rühren sich also alle Polaren. welche Punkten der Tangente in y angehören 
Endlich ist die Gleichung der gemeinsamen Berührungstangenle 


X, (21% 1 + 23 


wer ur : \ Ru » 5 i 
Un I 3; 4,3) T A,(2,%, ] 3, U T PER LDEN T A; (2,%, T Ro Us, ? S; Ha () 


Da diese Gleichung durch X= x und X =y erfüllt ist. so stellt sie die Ver- 
bindungslinie des Pols mit seinem Doppelpunkt dar. 


Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 2. | ‘ 
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Der erste dieser beiden Sätze (aus denen sich einige andere von Herrn 
Steiner anzegebene ohne Weiteres ableiten lassen) giebt als speciellen Fall 
einen Salz. den ich an einem anderen Orte aus einem ganz anderen Stand- 
punkte bewiesen habe. Da nämlich für die Curve dritter Ordnung S=0 und 
ft 0 zusammenlallen, so folgt. dass die Wendetangenten der Curven dritter 
Ordnung sämmtlich die Curve /=0 berühren. welche durch die Wende- 
punkte hindurchgeht. 

Ich bemerke noch zwei Eliminationsprobleme. welche sich bei diesen 
Untersuchungen aufdrängen. 

Die Darstellung der Curve R=0 in Liniencoordinaten führt auf die 
Klimination der x aus den Gleichungen 
see ee 


J >73 14 


ud, © 

Die Darstellung der Curve aber, welche von der Verbindungslinie x, 
des Doppelpunktes mit seinem Pol umhüllt wird. fordert die Elimination der 
r aus den Gleichungen 

Pi +2 +P0; = 0, . 0. 
pP; Ur>=V. 
Die letzte Gleichung. in welcher die U;, Unterdeterminanten von 4 bezeichnen. 
folet leicht aus der Verbindung von 
PıYyı + Paye- 3%; v 

mit den Gleichungen (9.). 

Es kann endlich nach denjenigen Polen gefragt werden. deren Polaren 
einen Rückkehrpunkt enthalten. Für solche Pole müssen nicht nur die Glei- 


chungen (8.) fortbestehen, sondern es müssen auch die beiden Tangenten des 


Doppelpunktes zusammenfallen, so dass die @ den 5 gleich werden. Man hal 


also die Gleichungen: 
(Yıkım + Yan + Ysızr = 2a;Q,, 


(12.) 


a a ER 


Durch diese Gleichungen sind die y, x, « bestimmt. und zwar enthalten die 
(Gleichungen auch eine genügende Anzahl von Unbekannten. Es ist aber leich! 
zu zeiven. aus welchen Gleichungen insbesondere die x zu finden sind. Denn 
aus der Theorie der Curven dritter Ordnung geht hervor (wie man z. B. durch 
einfache Anwendung der Hesseschen Form findet). dass, die #;;, wie Conslanle 


hetrachtet. das Resultat der Elimination der «@, y aus den sechs Gleichungen. 
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welche die erste Gleichune 


(12.) darstellt. kein Anderes ist als 

Ss 0. 
Bezeichnet man also durch S überhaupt die Covariante. welche entsteht. so- 
bald man in 5 die Coellieienten nicht mehr Constante. sondern die oben durch 
1;,, bezeichneten Grössen bedeuten lässt. so zeigt sich. dass die Rückkehr- 
punkte der Polaren sämmtlich auf der Curve 4(»— 3)" Ordnune S — 0 liegen. 
Ausserdem aber liegen sie, wie alle Doppelpunkte. auf 4 0. Und daraus 
(olet der merkwürdiee Salz: 

Die Rückkehrpunkte der Polaren sind die 12 (n--2)(n-—-3) Schnittpunkt: 

der Curven S=ÖV. I,=V. 

llerr Steiner hat eben dieselbe Anzahl für die Rückkehrpunkte der 
Curve R=0 gefunden: was darauf hinzudeuten scheint. dass die Pole der 
Polaren mit Rückkehrpunkten auch Rückkehrpunkte der Curve R=0 sind 
Dies ist in der That bei den Curven vierter Ordnung der Fall. wie man 


weiter unten sehen wird. 


S. 3. 


Anwendung auf die Curven vierter Ordnung. Eigenschaften der Polardeterminanten. 


Man bemerkt. dass die vorliegenden Resultate wesentlich auf den Glei- 
chungen (1.) beruhen. Ist aber x eine homogene Function der vierten Ord- 
nune. so haben diese Gleichungen die besondere Eigenschaft. sieh nicht zu 
verändern. wenn man die y mit den .r vertauscht. Ilieraus ergeben sich einige 
Resultate. welehe der Reihe nach angedeutet werden mögen. 

Da die Polardeterminante die Determinante der linken Seile von (1. 
ist. so bleibt auch sie unverändert. wenn man y mit x verlauscht. Daraus folgt: 

Wenn y auf der Polardeterminante von x liegt, so fiegt auch x anf 
der Polardeterminante von y. 

(Die Polardeterminante seht zugleich durch den Pol. nur wenn der Pol 
auf der Determinanle von « liegt. Man kann daher die Determinante auch 
«ls den Ort derjenigen Pole auffassen, welche zugleich auf ihrer Polardeter- 
minante liegen.) 

Wenn man also die Polardeterminanten zu zwei unendlich nahen Punkten 
einer Geraden aufsucht, so berühren die Polardeterminanten der neun Punkte. 
in welchen jene sich schneiden, die Gerade in dem Orte, von welchem man 


ausging. 
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ftücht daher der Pol auf einer Curve fort, so umhüllt die Polardeter- 
minante eine andere Curve: wenn aber umgekehrt der Pol auf der letzteren 
fortrückt, so umhüllt die Polardeterminante die erstere. 

Bezeichnet man die Polardeterminante durch 


Ad Ws Las 23: Yı, Ya- Y;)- 


und rückt der Pol y auf der Curve p(y,. 9. %;) = ® fort. so wird der Schnitt- 


punkt = zweier nächsten Polardeterminanten gefunden, indem man gleichzeitig 


diese Gleichungen für benachbarte Werthe der y bestehen lässt. so dass 
vy.dyy tw y.dy:- w'y,..dy; = 0, 
Fy.dy, yy.dy-+Y'y;.dy; 0. 
Man hat daher 
vyı Ip Yı- 
Wy. = Mp Ya. 
wy = kp'ys. 
Küol man hinzu 
y 0 oder g 0. 
so sind dies vier Gleichungen. aus welchen durch Elimination der y die ge- 
suchte Umhülluneseurve hervorgeht. 

Ist insbesondre g vom ersten Grade, so sind diese Gleichungen genau 
dieselben. welche man anwendel, um die Curve v—=0 in Liniencoordinaten 
auszudrücken. Das Resultat ist bekanntlich dann (nach der Bezeichnung von 
Ilerrn Aronhold) F, = 0, diesen Ausdruck so gebildet, dass in 7, die y als 
die Veränderlichen selten. und also aus F verschwinden: wo F dann vom 
sechsten Grad für die Coeflieienten des linearen Ausdruckes g, und vom vierten 
für die Coeffieienten von vw, mithin für die x vom zwölften Grade ist. Dies 
kann man in den Salz zusammenfassen: 

ltückt der Pol auf der Geraden «,yı &Yı + 039% = V fort, so umhüllt 
die Polardeterminante eine Curve zwölfter Ordnung, welche, die x als con- 
stant, die @« als veränderlich betrachtet, die Polardeterminante von x in Linien- 
eoordinalten darstellt. 

Nach einer Formel von Herrn Cayley, welche Herr Aroxhold anführ! 
(d. J. Bd. 55. p. 187) ist aber 

3F, = —3S°.F,—4AT.S,+68.8S,T,. 


wo die Ausdrücke rechts eenau die ın der Theorie der Curven dritter Ord- 





—. 
.o 
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nung so bezeichneten Funetionen darstellen. nur dass statt der eonslanten 
Coelficienten immer die linearen Ausdrücke »;;, eintreten. Durch blosse Be- 
irachtung dieser Formel erkennt man: 

Die Curve, welche von der Polardeterminante umhällt wird, wenn der 
Pol die Gerade 0,9, %Yy-+0,;9% =V durchläuft, geht immer durch die näm- 
lichen 24 Punkte, in denen sich die Curven 

S v0. T 0 
durchschneiden, welche vom vierlen und sechsten Grade sind: und hat ausser- 
dem immer 12 Doppelpunkte , welche gleichfalls auf SV umd zugleich an] 
der Curve dritter Ordnung 5, = VB liegen, welche von den Coefficienten eo ab- 
hängig ist. 

Es mögen sich hieran die folgenden Betrachlungen schliessen. welche 
die Bedeutung dieses Ausdrucks S, ans Licht stellen. Aus den Gleichuneen. 
als deren Determinante sich $, für die beliebiee Curve dritter Ordnune dar- 
stellt (die erste Gleichung (8.). wenn man die #;;, als Coeffieienten der Curve 
dritter Ordnung und die y und 5 als Eliminationsgrössen betrachtet. giebt «lies 
System. vgl. bei Herrn Arorhold, a. a. ©. p. 189). ergiebt sich für solehe 
Curven der Salz: 

Wenn ein Pol y sich auf der Determinante der Curce dritter Ordnung 
«—=0 bewegt, so zerfällt seine Polare in zwei Gerade, deren Schnittpunkt 
wieder auf der Determinante liegt: diese Geraden umhüllen eine Curve drilter 
lasse S,=V. 


Für die Curven vierter Ordnune wird nun der Ausdruek 


MH Mn Ms; az; Al Alın 


Ur Mr U Al Pllız un 
. U Wr Urs Al 2lızz la 
S, 6 
a 0 0 0 (1, 0, 
0 mW 0, 0 c 


0 0 0, (a a 0 
eine Zwischenform, welche, gleich Null gesetzt. eine Curve dritter Ordnung 
oder dritter Classe bedeutet, jenachdem man die x oder die « als die Ver- 
änderlichen betrachtet. Dies giebt daher die folgenden beiden Sälze: 

Wenn ein Punkt y auf der Polardeterminante von x forlrückl, so um- 
hüllen die Geraden, in welche die Polare von y, in Bezug auf die Polare von 


7 genommen, zerfällt, die Curve dritter Classe S, =. 
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Die Punkte, deren Polare von einer gegebenen Linie a, 2, 90, 0,2, = 
n solehen drei Punhten geschnitten wird, dass die drei in den Schnittpunkten 
an die Polare gezogenen Tangenten sich in einem Pımkt y begegnen, liegen 


uf der Curve dritter Ordnung S,=V. 


S. 4. 
\on der Curve S—=0O und den Dreiecken, in welche die Polardeterminante 
zerfallen kann. 

\\enn insbesondere der Pol der Curve S=0 ansehörtl. so zerfällt die 
Polardelerminanle in drei Gerade. Es entsteht ganz natürlich die Frage. welche 
(urve von den Ecken dieser Dreiecke beschrieben. und welche Curve von 
len Seilen derselben umhüllt wird. während der Pol die ganze Curve S = 0 
durchläuft. 

Aus der Theorie der Curven dritter Ordnung folet. dass wenn für 
eine solche Curve S=0 ist, y aber eine Ecke des Dreiecks bedeutel. in 
welche die Polardeterminante zerfällt. und @,. &%. ©, die Coordinaten der 
oeoenüberliegenden Seite dieses Dreiecks bezeichnen. die Gleichungen bestehen: 

(13.) Yılıa = Yan Yan 20o;0,: 
wie man dies leicht z. B. an der Hesseschen Form nachweist. Die ange- 
reelen Fragen kommen also darauf hinaus. die Gleichungen zu bestimmen. 
welche hervorgehen. indem man die x und die @, oder die x und die y aus 
diesen Gleiehungen eliminirt. Aber die Gleichungen (13.) ändern sich nicht. 


wenn man die y mit den x vertauscht. Hieraus fliesst ohne Weiteres der Salz: 


Wenn y eine Ecke des Dreiecks ist, in welches die Polardeterminant: 


ron x übergeht, so geht auch die Polardeterminante von y in ein Dreieck 
uber, und eine Ecke desselben liegt in x, die gegenüberliegende Dreiecksseite 
aber ist in beiden Fällen dieselbe. 

Die Echen der Dreiecke beschreiben also gleichfalls die Curve S-0,. und 
sıwar gehört auf diese Weise jeder Punkt x von S=Ö zu drei Dreiecken: es 
sind dieses die Polardeterminanten der Ecken des zu . selbst gehörigen Dreiecks. 

Ferner aber kann man die Gleichungen (13.) als lineare Gleichungen 
ansehen. deren Unbekannte die sechs Grössen: 

Ya Yastyaı. 
Yılız Yyrıt Yılz- 


Yyaz NUT 
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sind. Löst man also diese Gleichungen auf, indem man dureh A,,;; die Un- 
terdeterminanlen der symmetrischen Determinante 

Mm Mina Miss Miss Miısı Man 

Uaı Man Un Manz Uaazı Maaı2! 

| 

Hzzıı Mason U; Ma May Mazıa 


Uozıı Ur; U,333 U,393 U,33 Hyzı2 


| 
| 
| 
a Uzı22 My; Mzız Mzızı Manz 
%ıaı Mn May Una MUıazaı Man 


3 


bezeichnel. so kommt 
(15.) AlzuYatYn%.) 22; 2, Aımn %;%- 
In diesen Formeln ist 
(16.) | 
Dagegen sind von diesen Grössen im Allgemeinen verschieden diejenigen 


systeme. welche aus 
und A 


dureh ähnliche Vertauschuneen sich ableiten lassen. 


. N ® 7 
Zın. An In.Am 


Da nun die Determinante der linken Theile von (15.) versehwindel. so 
muss die Determinante der rechten Theile ebenfalls verschwinden für alle die- 
jenigen Linien @, welche Seiten eines solchen Dreiecks werden können. in 
das eine Polardeterminanlte übergeht. Die Determinanlte der rechten Theile. 


sleich Null gesetzt, giebt aber die Gleichung: 


x xQ > u yx 
— | 1, 11%; 0% 2; 2, Ay» 0;0} 2;2,A;,130;0; 
"7 - | Sy f “ — ey ey =“ 
[ 17.) ıv - 13,3, Au120;% =, 2,4; »0;0, 2;2,A4n0;0, v0. 
Ivy | x xy xx 
u De A k,13 &; Ok at Sumund Zu 1423 0,0; zunt Tas an 1,3, 0;0, 


und man hat den Salz: 
Die Seiten aller Dreiecke, in welche die Polardeterminante zerfallen 
kann. umhüllen eine Curve sechster Classe 


vr ——. 


Ehe ich zu weiteren geometrischen Sätzen übergehe, muss ich zweieı 
algebraischen Sätze gedenken, welche eine Vergleichung zweier Methoden er- 


giebt, die Anzahl der Dreiecke zu bestimmen, deren eine Ecke auf einer ve- 


gebenen Geraden liegt, oder deren eine Seite durch einen gegebenen Punkt geht 
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Bezeichnen e,. &. a, gerebene Coordinaten einer Geraden. so be- 


stimmen die Gleichungen 





8) S=-0. S,=0 
zusammen zwölf Werthsvsteme der x. Wegen der ersten Gleichung ist abeı 
ie Polardelerminante von x ein Dreieck. In solchem Fall zerfällt 8 v). 
die @ als veränderlich angesehen. in drei lineare Facloren. welche einzeln 
sieich Null gesetzt. die Gleichungen der Ecken jenes Dreiecks darstellen 
Also geben die Gleichungen (18.) solche zwölf Punkte von S=-V an, deren 
Polardeterminanten eine Ecke in der gegebenen Geraden haben. Diese zwöll 
Punkte bestimmen sich aber durch eine Gleichune vierten Grades. welche die 
Schnilipunkte y der Geraden mit SO angiebt. Bestimmt man die Ecken 
der zu diesen vier Punkten eehörieen Dreiecke. so sind dies nach dem Obieen 
die Punkte .ır. Man hat also folgenden Satz: 

Die beiden Gleichungen S=Ö. 8, =0. welche zwölf Werthsystem: 
ergeben. sind algebraisch lösbar. Denn bestimmt man die y mit Hülfe eineı 
iquadralischen Gleichung so, dass 


I. http =t, SYy))=0. 


y.a)—=V in lineare Factoren (welche durch 


giebt die Zerfällung von S,(4 


eine enbische Gleichung bewirkt wird) die Gleichung von je drei Punkten 
welche je einem Werthsystem der Gleichungen (19.) entsprechen. 

Wenn dagegen die Gleichungen gegeben sind: 

20.) Biz)=9, I, y)=B, 
in welchen die y gegebene Grössen bedeuten. so hat man abermals zwöll 
Werthsysieme der x vor sich. Wegen der ersten Gleichung aber zerfällt die 
„weile. die y als die Veränderlichen betrachtet. in drei lineare Faeloren. welche. 
einzeln eleich Null eesetzt. die Seiten des zu x eehörieen Dreiecks bestim- 
men. Die Gleichungen (20.) liefern also diejenigen Punkte in S=0, deren 
eine Dreiecksseile durch den gegebenen Punkt y geht. Aber bezeichnet man 
dureh &,. ©. ©, die Coordinaten einer solchen Dreiecksseite. so genüeen diese 
den Gleichungen 
21. tip +iy = 0. v=d. 
Diese Schreibart ist hier und in einigen folgenden Gleichungen benutzt, u 


die nämlichen Funetionen, welche einmal mit den Veränderlichen x, das andere Ma! 
mit den Veränderliehen y geschrieben sind, unterscheiden zu können. 
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welche nur auf eine Gleichung sechsten Grades führen. Und so hat man den 
(oleenden Salz: 

Die Gleichungen S(z)=0, A,(r,y) =0, welche zwölf Werth-Systeme 
ergeben, sind durch eine Gleichung des sechsten Grades lösbar. Sucht man 
nämlich zunächst solche Grössen oe, welche den Gleichungen (21.) genügen, und 
bestimmt dann Werthepaare von y. x aus irgend dreien der Gleichungen (13. 
mit Hülfe von quadratischen Gleichungen, so sind diese sechs Paar Werth- 


systeme die 12 Systeme von Lösungen der Gleichungen (20. 


S. 9. 
Reduction der Form w. 
Die Form w lässt sich einfacher darstellen. wodureh sie mil einer der 
wichliesten Fundamenlalformen von a bis auf einen Faelor identisch wird. 
Denn die Formel (17.) lehrt. dass man ı» in eine Summe von Termen fol- 


oender Art auflösen kann: 


Az A le 12 Ass ıs 

. ° r Fr F; 4 
Ak A: Anna . 0; 0, 0 pe ( juG,u. 
A; 13 . 1.40.23 4 ug 33 


Der in Determinantenform auftretende Coeffieient ist aber aus den Un- 
ierdelerminanten von A zusammeneeselzt. und lässt sich nach einem bekannten 
Theorem ausdrücken dureh A’, multiplieirt mit einer Unterdeterminante dritter 
Ordnung von A. Hieraus eeht hervor. dass 


4 l - 
IB n 3 A .( 


veselzt werden kann. wo 0 eine zugehörige Form bedeutet. welche für die « 
von der sechsten. für die Coeffieienten von » aber von der dritten Ordnung ist. 

Ohne direel diese Form O zu bilden. kann man doch sehr leicht nach- 
weisen. dass es nur eine Form eiebt. der diese Eigenschaften zukommen und 
kann ihre symbolische Gestalt angeben. Nach einem für die Formentheorie 
fundamentalen Theorem. das ich anderswo bewiesen habe. lässt sich Q noth- 
wendig als Aggregat von symbolischen Determinantenproducten darstellen. 
Jede solche Determinante ist von der dritten Ordnung, jedes Glied in Q be- 
sieht aber aus sechs Factoren @, multiplieirt mit drei Coellicienten «, was 
durch symbolische Substitutionen auf die 18" Ordnung führt. Daher muss 
jedes Determinantenproduet sechs Factoren enthalten, und in jedem Produet 
Ss 


ra 
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( 
« 


müssen sechs Reihen @ und viermal drei symbolische Reihen «,. @. «;. 
b,. bi. b;. €» ©. ce, enthalten sein, welche durch die symbolischen Sub- 
stitulionen 
a;a,a, a, = b;b,b,b, = C;Cı Ch Cm = Uikhm 

die Coeflicienten von « repräsenliren. Solcher Producte aber kann man nur 
ein einziges bilden. nämlich 

a @; a" |b bb," a &@ © ' 

Ps “ 


bs, 5 bb; 


dt an % | & %| | m 0; 
| E n p 





| | 
° | C C) C; wi da, Ad» dl; r 


I 


und O0 muss also bis auf einen Factor mit diesem Product übereinstimmen. 
Man hat demnach nur noch diesen numerischen Factor zu bestimmen. welcher 
sich. durch Vereleichung eines beliebigen Coeffieienten dieser Form mit der 
zuerst gefundenen, gleich 4 ergiebt. Man hat also 


> 


da % 4 bi bla, oo & \ 
| 

| | | 

0 =4.b bb ba oo SS) m @|)- 
| | 

| 0, 03, | 


I 
I 
| 


|, 6 0) | %&% 0; |, 


Diese Form hat eine sehr grosse Wichliekeit. Ich habe »ezeiet. dass die Glei- 
chung einer Curve vierter Ordnung in Liniencoordinaten immer die Form hat: 


P°-30° = 0. 


wo P die Form 
a a 4/ 


| | 
P . 3 | b, b; b; | 
GO O5 0;| 


bedeutet: und die Linien. welche die Curve Q umhüllen, haben die ihnen allein 
zukommende Eigenschaft, die Curve #= 0 in vier harmonischen Punkten zu 
schneiden. Dies Letztere mit dem Obigen verbunden führt also auf den Satz: 

Die Seiten aller Dreiecke, in welche die Polardeterminante zerfallen 
kann, deren Ecken immer in der Curve SO liegen, und deren Seiten immer 
die Curve O—=0 berühren, schneiden zugleich die Curve u=0 in vier har- 
monischen Punkten. 

g. 6. 


Doppelpunkte und Rückkehrpunkte der Polaren der Curven vierter Ordnung. 


Wenn die Polare des Punktes y in x einen Doppelpunkt haben soll. 
so liegt nach $&.2 x auf I,=0,y auf R=0. Es würde übrig bleiben die 
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Curve zu bestimmen. welche von den Taneenten sämmtlicher Doppelpunkte 
berührt wird. Die Gleichungen (8.) nehmen in diesem Fall die Gestalt an: 


a . ; “u 
nauni —, Yuı n U nnik Or; k 1 Pr: ” 


21°.) )°” 


0,94: +; =0, Am ++ P,0 = 0, 
WO Cr 0, 06 und P,.» Pa, Ps die Coordinaten der beiden Taneenten des 
Doppelpunktes bedeuten. Man hat also aus den vorstehenden Gleichungen. 
um die gesuchte Curve zu finden. etwa die y, x und 3 zu eliminiren. Diese 
Elimination wird dadurch angebahnt. dass man die obigen Gleichunsen zunächst! 
in der aufgelösten Form 

(22.) A(y„E, Fy.8,) 22,2, Anni Gh 


anwendet: sodann aber. indem man mil o„o,, @„p, und 9,P, multiplieirt und 


jedesmal nach m und » summirt,. die Combinationen bildet: 


R B .) 

| () — ER 0; [2% Ö m Os 
(9° > M J 
23.) () - — | Ku G;j IC [In a 

— ®, &_ . 

0 — -- Ann, Gi Pr PmPn> 


die Summen jedesmal auf alle vier Indices mnik ausgedehnt. Diese Glei- 
chungen sind respective vom ersten, zweiten und dritten Grade für die 9: 
man kann auf dieselben daher eine Eliminationsmethode anwenden. die ich 
anderweitig gegeben habe. 

Ich will diese Gleichungen hier nur benutzen. um auf einen Zusammen- 
hane der betreffenden Taneenlen mil einer Curve hinzudeuten. welche für die 
Theorie der Curven vierter Ordnune von Bedeutune ist. nämlich mil der Curve 


Se il 


0,0; 0 0. 


Diese Curve ist. wie P=0. von der vierten Classe, aber in Beziehung aul 
die Coeffieienten von a von der fünften Ordnung. und verhält sich zu der 
Invariante A ähnlich. wie die Form P zu der ersten und einfachsten Invarianle 
von z, deren svmbolischer Ausdruck (F+a,b,e,)* ist. 
Durchschneidet man die Gurve (2=0 durch eine Gerade 
Pt +02 +P;2; NV. 
so berühren die in den Schnittpunkten gezogenen Tangenten derselben sämm!- 
lich eine Curve dritter Classe. welche der Polaren ganz analog ist. und dar- 


gestellt wird durch die Gleichung: 


MM, _gG 
Iıı — +- > — —— — 
91 0«@ m 0%, a oa, 


ıs * 
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Dies ist aber nichts anderes als die erste Gleichung (23.): und die letzte 
Gleichung (23.) geht aus dieser hervor. wenn man die « mit den 9 vertauscht. 
Zwei Tangenten eines Doppelpunktes stehen also zu einander in dem Reei- 
proeilätsverhältniss, welches durch folgenden Satz ausgedrückt wird: 

Sind eo, 5 die Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren von u —=V, 
so wird 59 von einer Curve dritter Ordnung berührt, welche die zwölf Tan- 
genten derjenigen Punkte der Curve £2=VO zu Tangenten hat, in welchen diese 
Curve von @ geschnitten wird, und umgekehrt. 

Ist aber insbesondere x ein Rückkehrpunkt einer Polaren, so dass 
also nach $.2 einer der 24 Schnittpunkte von 

B=M I, =R 
ist. so fallen die Linien «, ? zusammen, und die Gleichungen (23.) gehen in 
20 über. Diese Curve wird also von den Tangenten der Rückkehrpunkte 
berührt. 

Aber alsdann sind auch die Gleichungen (13.) erfüllt. d. h. die zuge- 
höriven Pole sind Ecken solcher Dreiecke. in welche Polardeterminanten zer- 
[allen können. Die Coordinaten y genügen somit nicht blos der Gleichung 
R =0. welche hier die Gestalt 

R=-T—-S’=0 
annimmt, sondern auch der Gleichung S—=0; oder mit anderen Worten. die 
24 Pole, deren Polare Rückkehrpunkte haben, sind die 24 Schnittpunkte der 
Curven vierter und sechster Ordnung 

= Fl 
In der Nähe dieser Pole redueirt sich die Gleichung R=0 auf (dT) = 0. 
Dies bedeutet, dass in diesen 24 Punkten die Curve zwölfter Ordnung R—V 
selbst Rückkehrpunkte besitzt, und dass die hückkehrtangenten derselben in 
eben diesen Punkten die Curve sechster Ordnung T=V berühren. 

Da ferner für jede Curve dritter Ordnung, welche einen Rückkehr- 
punkt enthält, die Determinante in die doppelt gerechnete Rückkehrtangente 
und in eine andere Gerade zerfällt, welche ebenfalls durch den Rückkehrpunk! 
seht, so ist jedenfalls jede der 24 Rückkehrlangenten der Polaren auch Tan- 
vente der Curve sechster Classe v=0 oder Q=0, welche nach $.4 von 


den Seiten aller Dreiecke berührt wird. in welche Polardeterminanten zer- 


[allen können. Dies zusammen mit dem Vorhergehenden giebt den. Satz: 
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Die 24 Rückkehrtangenten der Polaren sind die gemeinschaftlichen 
Tangenten der Curven vierter und sechster Classe 
‘2 0). 0 0. 
Multiplieirt man endlich die Gleichung 
AlynCa + Y.Cn) 22;2,A,.::0;04, 
in welche (22.) durch das Zusammenfallen der Tangenten @, 3 übergeht. 


mit @, und summirt nach m», so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichune 


14 2a 0,7; 0 
die Ausdrücke: 
FE 22:2, 2. A... 0; 01 
08 
”: , 
wo der Kürze wegen 
/. Gyı or 03Y; 


vesetzt ist. Diese Gleichungen zeigen. dass die Punkte, in welchen die 21 Ruch- 


kehrtangenten der Polaren die Curve (20 berühren, zusammenfallen mit den 
24 Rückkehrpunkten x selbst, so dass also die Curve vierter Ulasse {2 UV 
durch die Schnittpunkte der beiden Curven vierter und sechster Ordnung SV. 


A,=Vd hindurchgeht. 


u; 
Von den Formen, auf welche diese Untersuchung geführt hat. 

Die vorlievenden Betrachluneen haben drei fundamentale Covarianten 
veliefert. S, T und 4, deren erste von der vierten Ordnung ist. während 
die anderen beiden bis zur sechsten Ordnung aufsteiven. Von Zwischenformen 
ist nur S, betrachtet worden: hingegen zwei zugehöriee Formen 2 und 0 
von der vierten und sechsten Ordnung. 

Es ist endlich die Invariante A betrachtet. welche in der Reihe der 
einfachen Invarianlien die zweite Stelle einnimmt. Ich werde noch eine ein- 
[ache symbolische Darstellung dieser Invariante angeben. Führt man in (14 
folgende symbolische Substitulionen aus: 

in der ersten Horizontalreihe «;,,;, = ;a,a;,d,. 
in der zweiten 5 Um = b;b,b,b,.. 


elc. 
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so nimmt A die Gestall an: 
A BERUF, 
vo 9 die Form bezeichnet: 


u‘ © © GG Ga, AG:| 
bb 5 5 5b, b,b, bb; 
de 5 95 GG GE 


() , 
d’ di d; dd, d,d, dd, 


er ae 

| E 6b kb fkh ff 
Man bemerkt. dass der Factor. welcher in A mit © multiplieirt ist. ein Glied 
der Entwieklung von © selbst ist. Und durch Vertauschung der Reihen 
#. b. e, .... durch welche der wirkliche Werth von A sich nicht ändern 
kann. nimmt A der Reihe nach 720 verschiedene Formen an. in deren jede: 
4 mil einem seiner 720 Glieder multiplieirt erscheint. Addirt man also alle 
diese Formen. so erhält man 
7 
720° 
Aber @=0 ist nichts anderes als die Bedingung. dass sechs Punkte a, b. ec. 
d. e. f auf einem Kegelschnitt liegen. Dildet man also die Bedingung, dass 
sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen, erhebt den linken Theil dieser Be- 
dingungsgleichung ins Quadrat, und ersetzt immer die Prodnete der Coordinaten 
jedes Punktes durch entsprechende Üoefficienten einer Unrve vierter Ordunng,. 


so entsteht die Inrariante A. multiplieirt mit 720. 


Wie übrigens endlich diese Invariante als Aggreeat einfacher Deter- 
minanten dargestellt werden kann. erhellt unter Anderem aus der Darstelluns 
von ©, welche sich in den Nouv. Ann. T. 16 p. 418 findet. wonach © den 
Ausdruck 


= +tabe,.Z+tadeo.2+fbs.I+tfıde; 
"Stab. 2Z+0ade,.Z+fbe,.Ztfidce; 


annimmt. oder einen der anderen. welche dureh Vertauschune der Buchstaben 


aus diesem hervorgehen. 





(lebsch, über Curven vierter Ordnung. 1413 


Ss. 8 
U[eber die Darstellung einer Function vierter Ordnune mit drei Veränderliehen 
durch die Summe von fünf Biquadraten. 

Die vorangehenden Betrachtungen müssen zum Theil modifieirt werden 
für diejenige besondere Classe von Curven vierter Ordnung. bei welchen die 
Invarianle A verschwindet. Diese Curven sind aleebraisch noch dureh eine 
andere merkwürdige Eigenschaft charaeclerisirt. 

Ks scheint von vorn herein möglich. eine Funelion # als Summe von 
5 Biquadraten linearer Ausdrücke darzustellen. da in diesen die nölhige An- 
zahl von 15 Coelffieienten vorhanden ist. Eine nähere Untersuchune zeivt. 
dass dies nieht möelich ist. wenn nicht besondere Bedineun®en erfüllt sind: 
In der That sei: 

u A7+ 45+ 45 + Ai +4, 
wo 

A, = %ııı +42 024 0,325. 
Selzt man ähnlich 

B; 4; 1Yı  daYya +4,39 
so gehen die Gleichungen (1.) offenbar in folgende über: 

AB, a, ;&,4+ A: B..a, 59,4 + AB. ;Q, = Gt Pran- 

Da hier die linken Theile linear sind für die fünf Grössen 

A, Ale: 3 Me: 
so kann man diese sechs Gleichungen mit solchen Factoren multiplieiren. dass 
die Inke Seile der Summe identisch verschwindet. Die Determinanle der 
linken Theile muss also in der ursprünglichen Form verschwinden. d. h. man 
hat für jede Funelion «, welche die gedachte Zerlegung zulässt. AV. 

Die Curven also, deren Gleichungen durch fünf Biquadrate darstellbar 
sind, bilden eine specielle Classe, welche dadurch characterisirt ist, dass ihr: 


Invariante A verschwindet *). 





*) Beiläufie bemerke ich den Satz, dass wenn man für Curven dieser Galtung di 
erste Invariante, deren Symbol 
(3-rab,e,)‘ 
ist, nach den Coeffieienten von u differentürt, und statt der Incremente die Coeffierenten 
von S einführt, das Resultat identisch verschwindet. Daraus scheint hervorzugehen, dass 
im Allgemeinen die so entstehende Invariante sich von A nur durch einen Zahlenfactor 
unierscheiden kann. 
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\\enn aber die Determinante A verschwindet. kann man nach bekann- 


ten Sälzen immer sechs solche Grössen p;, bestimmen. dass 


A il pP «P;: . 
In Folse dieser Gleiehune erkennt man. dass für Curren dieser Art die Form 


) 


sieh in 
=2p ea) = 


«nflost. oder dass die Curre vierter Klasse !=V in einen doppelt zu zäh- 


[erden hegelschnitt ii (0 übergeht. 


Da zueleich die Gleichung 


er yı = (0 
stattfindet. so folgt aus den Fundamentalgleichungen 21° 
21. nen En Yen = Pr + Pi6 
für diesen Fall: 
25. 0 = 2,2,0; PP: 
d.h Je zei Tangenten des Doppelpunktes einer Polaren sind reciprokt 


Polar: 7 des fi ‘6 sel: 7 1; fo 
K-V0. 
Betrachtet man die Gleiehuneen /24.)\ an sieh. ohne sie. wie bei der 
Betrachtung der Doppelpunkte der Polaren mit den Gleichungen 


) ) 
Get; = UV, I, +- rm +0, = V 


zu verbinden. so stellen sie Linienpaare @, 3 dar. denen gewisse Punkten- 


paare zw, y in der Weise entsprechen. dass die Polare von y. genommen in 
Bezue auf die Polare von .r, oder umeekehr!. in das Linienpaar ce. 3 zerfällt. 
Was man auch kürzer dahin bezeichnen kann. dass die zıreite Polare des 


. . . ) » r . . . 
Punhtenpaares x, y in das Linienpaar «, 5 zerfalle. Von diesem Gesichts- 
5 > 1 . j ’ 1* 4 . r - 1 2 
punkt aus schliesst dann die Gleichune 25.) den Satz ein: 
Damit ein Lini paar die zweite Polare eines Punktenpaares bilden 


. 2 I) ] : . 7 \ " en ] y ] . - y) . ) > [ 3 . on > » , 
könne, ist es nöthig und hinreichend, dass die beiden Linien re« iprokt Polaren 


je schnitts KR 0 seien: und jt des Paar reciproh: r Polaren kann als 
fi NPUaren betrachtet werden. 


zweite Polare von Punk 
Im Alleemeinen bestimmen sich aus den Gleiehunsen /24.) die Ver- 


hällnısse der Grössen 


“ 
_d 


2 a} Ulf. | U; U. TU, TI, U;- 


9: F U, . 


y 


> gegeben sind. und es giebt somit für ein 


, 


hats nonmg \\ertl 
SODAIG passerte verine ( 


Deren 
- 
_. 

- 
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Linienpaar höchstens ein Punktenpaar., als dessen zweite Polare dasselbe an- 
gesehen werden kann. Aber in dem vorliegenden speciellen Falle reichen 
die Gleichungen (24.) nur hin, um fünf der obieen Grössen durch die sechste 
linear auszudrücken. Setzt man dann die erhaltenen Werthe in die identische 
Gleichung 

ar yı Dyıt ya Zyıt Yyzı 

0 2 Yy: -y9ım my LzYa-+ Y3; 

ey ty Dytymz Pay 
so eeht daraus eine cubische Gleichune für diese sechste Grösse hervor. Für 
jedes Paar reciproker Polaren des Kegelschnitts KV giebt es also dann 
drei Punktenpaare, als deren zweite Polare jenes Linienpaar angesehen wer- 
den kann. 

Wenn insbesondre die Geraden «, 5 zusammenfallen. so müssen sie 
den Keeelschnitt X = 0 berühren. Sie stellen dann eine Seite eines Dreiecks 
dar. in welches eine Polardeterminante zerfallen ist. und x, y liegen auf 8 
Man hat also den Salz: 

Die Seiten sämmtlicher Dreiecke. in welche die Polardeterminanten zer- 
fallen können, umhüllen den Kegelschnitt K=0. Jede Tangente wird dabei 
Seite von sechs Dreiecken: und die sechs gegenüberliegenden Dreiecksecken 
gruppiren sich zu drei Paaren so, dass immer ein Punkt eines Paares eine 
Ecke für die Polardeterminante des anderen wird. 

Man kann beiläufie bemerken. dass man demnach unendlich viele Drei- 
ecke dem Keseelschnitt umbeschreiben kann. dessen Ecken in der Curve vierler 
Ordnung S = 0 liegen. 

Aus diesen Sätzen schon erkennt man. dass es nicht ohne Interesse 
sein dürfte. die Theorie dieser eigenthümlichen Gallung von Curven eenauer 
zu verloleen. 


Carlsruhe. den 2” September 1860. 
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Ueber einige Eigenschaften der Function Er. 


(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 


8. 
1) Nach der gegenwärtig ziemlich allgemeinen Bezeichnung verstehe 
ich unter Ex die grösste ganze in x enthaltene Zahl. Seien p und g zwei 
ganze positive Zahlen, die keinen gemeinschaftlichen Factor haben. s eine 


di r . . . y s» ei J 
ganze positive Zahl, die kleiner als q ist. so hat man E(p - r) 4-E 


1 1 
oder 
‚sp (c s)p 
(«.) ET. EN — p—1. 
4 q 
in " Ha u: a1 
Sei nun q ungerade, setzt man dann für s die Zahlen 1. 2. 3. ... „80 
( T | { 7 3 Di . 
1 . 5 5 qg—1. Je nachdem, für ein be- 


ass ; die Zahlen —.—. 
umfasst g—s die Zahlen 5 


o y s» . . . r » r ‚ 
stimmtes s, E : in einer der vier Zahlenformen 4» (wozu auch Null ve- 
rechnet wird), 404-1. 4»-2, 4n--3 enthalten ist, wird nach («.) das ent- 


.(0—-s)9 ’ u . ß ’ EN FR ’ 
sprechende BLZER p—- (4An+1), p— (4n+2), p— (4n+3), p— (An-+4) sein. 


Man bilde nun die Reihe 
(A) EL, u, EL, ER EI— e. 
so ergiebt sich demnach Folgendes: 

Ist » von der Form 42, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4» als von der Form 4»--3 und ebensoviel Zahlen von der Form 
I» --1 als von der Form 4»--2 vor. 

Ist » von der Form 42-1, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4»-+-1 als von der Form 4»-+-3 vor. Die Anzahl der darin vor- 
kommenden Zahlen von der Form 4» sowie von der Form 4» --2 ist eine 
serade Zahl. 

Ist » von der Form 4n-+2, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4» als von der Form 4»-+-1 und ebensoviel Zahlen von der Form 


1n--2 als von der Form 4»--3 vor. 
Ist » von der Form 4»+3, so kommen in (A.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4» als von der Form 4»+2 vor. Die Anzahl der darin vorkom- 


c 
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menden Zahlen von der Form An--1 sowie von der Form An-3 ist eine 
serade Zahl. 
Ist p<g, so müssen in der Reihe (A.) alle vier Zahlenformen vor- 
1} N f 6 r v ) „t ) 
kommen. sobald »p _—- 3, da der Uebergange von E- 0 zu E r £ p—I 
nur dadurch vermittelt werden kann. dass in den dazwischenliesenden Gliedern 
der Reihe (A.) allmälich alle zwischen Null und p-1 liegende Zahlen vor- 
a da ET ahn: i ‚w—))e 
kommen. da - nur um eine Einheit erösser als HE sein kann. Ist 
] 
dagegen p > q, So können allerdines. soweit es mit den obieen Resultaten 
sich verträgt. einzelne Zahlenformen fehlen. Setzt man z. B. gel 
so enthält die entsprechende Reihe (A.) nur Zahlen von der Form 4x und 


von der Form 4» --2. 


RR r e sn € Be: \ 
2) Von den zwei Ausdrücken m, ? ist immer der eine 
1 q 
. . r. ) 
ein gerades. der andere ein ungerades Vielfaches von "-. sobald. wie vor- 
4 


ausgeselzt wird. q ungerade ist. Zerlegt man daher die Reihe (A.) in die 


zwei Reihen 


I (4-32) 
mi 22 32..: BzZE 
. q 4 4 
9 } 
er BE; See 
4 q q 


so folet aus dem Vorhergehenden: 

Ist » von der Form 4», so enthält jede der Reihen (B.) und (C.) so- 
viel Zahlen von der Form 4» als die andere von der Form An -- 3. und 
soviel Zahlen von der Form 4»--2 als die andere von der Form 4» --1. 

Ist » von der Form 4rn-+1. so kommen in beiden Reihen gleichviel 
Zahlen von der Form 4» sowie von der Form 42-+-2 vor. Zueleich enthält 
jede Reihe soviel Zahlen von der Form 42-1. 4»--3 als die andere von 
der Form 42--3. 4n-+1. 

Ist » von der Form 4r»--2, so enthält jede Reihe soviel Zahlen von 
der Form 4» als die andere von der Form 4» --1 und soviel Zahlen von der 
Form 4»n--2 als die andere von der Form 4n-+-9. 

Ist » von der Form 42 +3, so enthalten beide Reihen gleichviel Zahlen 
von der Form 4» -+-1 sowie von der Form An +3. Zugleich enthält jede Reihe 

2. An. 


soviel Zahlen von der Form An. An-2 als die andere von der Form 4n--2. 
19 * 
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Bezeichnet man durch 


Zahlen von der Form 


die Anzahl der in 


An. 


aus dem Vorhergehenden: 


für 


p 
p 
3) Man betrachte 


(B) E- < 


(er 


in der Reihe (b’.) durch « 


Vermöge der Formel ( 


pP _ 
p er 


An 

An--1 
: An-+2 
-An-+3 

ferner 


eh) 


und bezeichne die Anzahl der Zahlen von der Form 4n, 


1. An- 


Be; ! 
m ten: 3 


! 
ef}: s 


die zwei Reihen 


ER. 


q 
q+3 p 
E(, 2 





). 


2. 4n--3. sowie durch r’, 


E.# 
u: t=!t': 
:r: t=u: 


E (17 


EI 


An-1. 


r, s, t, a die Anzahl der in (B.) enthaltenen 
An + 


(©.) enthaltenen Zahlen dieser vier Formen, so folgt also 


’ 4 
s.t,wW 


uf, 
’ 
9 
4 
= f, 
! 
u. 


1 2), 


1)p 


An-+2. 


An i 3 


,, 0, r, v und in der Reihe (C’.) durch o', o', ı', v'. 


für p= 4n 
ige - p=4An-+1 
na - p=4n+2 
| - p=4n+93 


Da die Reihen (B’.) und 
bilden, so hat man auch 


4) Zwischen den Reihen (5b’.) und (€.) besteht das Verhältnis, 


. je m 
zu jedem Gliede E— 


q 
m r j ‚2m 
vehört. Nun ist ET 


kleiner oder nicht kleiner 


(C'.) 


u . 
2E— oder E Ze 
( 


1 
als 1 


ist, 


Man hat nämlich: 


= ' 4 | 
ısi 0 —. ei 5 Ai s 
' . ' ' 
- 0=0; 0=V; T=T;5 
Re, 2. ! ' 
- 0=0, ÖO =0; tTt=v, 
— E _— Ru fi _— Pr, 
- 0=7T7; 0=0; T=9; 


zusammengenommen wieder 


r+r' = o-+0 
# Is’ = 0060 
j Hi=cHT, 
\u+uW = v+rv 


2m 


-2Er m 


| j m 2 
+1, je nachdem .-- 


Ist E- = von der Form 4x, 


ce.) erhält man also ein dem System (/.) entsprechen- 
des neues System von Gleichungen. 


v=P0, 
ee 
v=0_, 
! 
y=tT, 
v=—=V 


die Reihe (A., 


dass 


in der Reihe (C.) 


1 


so ist also 
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„em 


E von der Form 4» oder 4»--1. und ebenso ist es. wenn E —- von der 
q 4 
x ı 6 m h . ‚2m 
Form 4» +2. Ist daveeen E von der Form An-+1. so ist E von 
{ f 
y u ‘ . «Mm R 
der Form 4» --2 oder 4» +3. und ebenso ist es. wenn E von der Form 
| 


i»+93 ist. Die Summe der Anzahl der Zahlen von der Form 4» und von 
der Form 42--1 in der Reihe (C.) ist also so gross als die Summe der An- 
zahl der Zahlen von der Form 4» und 4»--2 in der Reihe (B’). und die 
Summe der Anzahl der Zahlen von der Form 4»-+2 und 4» --3 in der 
Reihe (C.) so gross als die Summe der Anzahl der Zahlen von der Form 


Ia+1 und 42-3 in der Reihe (5). d. h. man hat 


r-+s o-+T, 
r r 
t--u 0-+-V. 


Verbindet man die erste dieser Gleichungen mit der Gleichune r r 0% 


in (7.). so folgt 


5.% ! ! 
(d.) r $ Be —T, 
und wenn man die zweile mit der ebenfalls in (y.) enthaltenen Gleichung 
a+a = v-+-rv' verbindet. so erhält man 
(.) a-! = v-o. 
Ist » von der Form 42-3, so ist nach (P".) € = r. also nach (0. 
! 
,=f, 


und mithin nach (/.) 

se wi : =f, 
d.h. wenn p = 42-+-3,. so enthält die Reihe (B.) ebensoviel Zahlen von dei 
Form 4» als von der Form 42--1. und die Reihe (€.) ebensoviel Zahlen von 
der Form 4»-+-2 als von der Form 4»--1. 

Ist » von der Form 42-+-1, so ist o=r', also nach (Ö’.) auch a =. 

mithin nach (P.) 

ie wi Eh, 
d.h. in diesem Falle enthält die Reihe (B.) ebensoviel Zahlen von der Form 
4n+2 als von der Form 4»+3 und die Reihe (Ü.) ebensoviel Zahlen von 
der Form An-+-2 als von der Form 4»--1. Es folgt also hieraus das in- 
teressante Resultat, dass, sobald p und q ungerade Zahlen sind. die Reihe 
(€.) immer ebensoviel Zahlen von der Form 4»-+2 als von der Form 4-1 
enthält. 












150 Stern, über einige Eigenschaften der Function Er. 


>) In der Formel 


r—n—l j nt Tal dene an . 

a[f(O)+f(2nn)+2 & f(Rra)] = f(z)oc+2 2 / fix)eosrro.r*) 

? l e r E* 
0) 0" 
oder 

f ()\ -f Yan ? ” I 1 Mr 1 ’ L nz | 

N} “ J a) n/L‘ in a . r \ « 

’ > - = f{Arı) = — fix2)0o2+— 2 / [{x)ecosrr o.r 
Fu 1 I “IT € sT N l r 


selze man 2a statt z und f(2rr) = g(r), also f(O) = y(O). so folgt 


N ER, n—J] . r—L 
F ())- (m) ’ . ac n s er ; ” 9 PN ‘ F 
3 » pr) / f (2)0X eb) / iX) cos Iraır 2 
er v3 € r le 
() () 
x 
und. wenn man n stall x setzl. 
/ g Od) pen ie ] Fr er nu er hs ( x \ arnı. 
? Ze r = Q\r)i = ( — )dr- oo (£\ COS CT. 
2 r=jI / oe “ / h r—J ef [ M h / h 


7 LM Y \ ” 
Seizi man noch „(7 F(x). so folet 
T 


I | r—n—lI In r—® ln Ir r 
1 F($)+Flnh))+h ZZ F(rh) / F(2)0oe +22 / F(x) cos —— Cr. 
n 7 l u” 1 l; uf 


Ist » wo und F(x) = 0. so geht dieser Ausdruck in 


h > de a = 2rnz 
" F(O)--h = F(hr) F(a)ör+2 x / Fla)cosu ör 
au r=j N vs “ 


nn h 


( ) 


’ TE sin.r ' \ A “eg | 4 
über. Setzt man nun Fr) =. so ist die Bedingung F(x)=0 erfüllt. 
7 
. sint . sc 
und es folet aus der letzten Formel. da ; —— dt=-. 
4 4 z 
a Arnz 
ee ° sin cos - 
h u sinhr N 9 Fr [ > h ER 
um tr? = ———— (OT. 
PR N l l w r—I er A 
! Zr 
NT ODBS———— \ 
h . st . > arı _ 
Da nun —————— (o.r den Werth — oder Null hat. je nachdem —— < | 
‚ z 2 h 
u r h. 4 
oder —1 ist. d.h. je nachdem r < 5 oder > ;- ist. so wird also dieses 
e „TI „ST 
m a ’ nt 
Inieoral für alle Werthe des r vonr=1 bis r= Ez- den Werth 5 haben. 


*) Bad. 21, pag. 155 dieses Journals. 
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für grössere Werthe des r dageeen verschwinden und man halt mithin 


nah i 
hg sind A h 
> - — >» *) 
“a e 
2nkp ie ‚ 
Selzt man A =, ws p, g und k ganze positive Zahlen bedeuten und 


nicht in kp aufgeht. so folet hieraus 

s 2nk IR 
a 

„hp . AK. q 


q . 4 T ,1 r 


(€. ) l 


welche Formel schon Herr Scehaar sefunden hat *). 


Seizt man k= 1. so hat man 


. 2rpr 
jr zSin — 
pP ER . — q 
q Eng #.. r 
Man setze nun r = a- bg, man muss also für « alle Zahlen 1. 2. y| 
\ s i ‚ . 2npr . Inpa 
und für 5 alle Zahlen von Null bis » nehmen. und da sin” sin 
4 4 
so folet 
.D ) je At | Oaya | 
Er: Er ART Een; 
q EST a Mh y a-rby 
j . Arıpa 1 
Selzt man nun in dem Ausdruck sin - en. | zuerst b=0 und zueleich « — 1. 
q a- bg 
. 2rııp n . zıap 1 
so hal man int, selzt man aber «a q-1. so erhält man sin 5 3 
( 4 { 


Setzt man ferner 5b = 1 und zueleich « I. dann aber a q 1. so findet 


‚2np 1 . 2rıp 1 
man sin —— + — und —sin 1: 
q4 g- 1 g 2g—1 
so dass man für 5b allmälie alle veanzen Zahlen bis ins Unendliche setzt. und 
alle 


Indem man auf diese Weise fortfähr!t. 


für jeden dieser Werthe @«—=1 und dann a g—1 setzt. und zählt man 


so erhaltenen Werlthe zusammen. so erhält man die Reihe 


N 1 2 ! .2rp 
ae en fe ee Fre Tree) are 


. ı n . 2np ' 
welche den Werth — cotg — sin hat. da. wie bekannt. 
nn q 
1 1 1 1 | nt mr 
— + — — 000 cote 6 
m q—-m q+m Rga—m q q 


. " . Irıpa 1 
Setzt man ferner in sin PX. 


Ä für 5 allmälie alle Zahlen von VO bis x 
qg a-bgq 








*) Mem. des sav. etr. publi6s par l’acad. des sc. de Belgique T. 23. 
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und zugleich «= 2 und dann a=g— 2 und addirt wieder alle Resultate. so 
erhält man 





ge 1 1 1 . Anp sı 2n . Anp 
» at TE TR coig — sın —» 
-  q—-? gr? %9—2 q y . q 
Fährt man auf diese Weise fort. indem man für 5b alle Zahlen von O bis x. 
für « aber 3 und g—3. dann 4 und g—4 u. s. w.. schliesslich y—1 und I 
selzt. und addirt man alle so erhaltenen Werthe. so eiebt dies die Summe 
25 2 1 ( 1) (g—1)?2ap 
71 ) & 711) } GT “Tg o 7ıD . ; 7T (( ‚IT . ( “N 
eole 4 sin cole — sin ku te... 4 — cote 4  E 
j 4 q v 4q q q | 4 4 
a 
7 2. kn . 2krıp 
= cole — sin — BR 
er q q 
Man hal aber offenbar 


auf diese Weise das Doppelte von 
a=ga— b=x% 


oO 
“ E R -NDA | 
Be 7 en ER 
ei =0 q a7 bq 
oefunden. mithin is! 
k=oa—1 
n ‚D p 1 1 Dkıın kr 
} ER =- 4 f + 2 m- colg — 
q q “-G 1 1 4 4 

Es isi dies das erste der Theoreme. 


welche Eisenstein im 27°" Bande dieses 


Journals p. 281 bekannt gemacht hat: aus demselben folgt das zweite von selbsi 
Isi y eine «ungerade Zahl. so kann man statt ([ 


.) auch schreiben 
rg 
Da pP ‘ P Se Ya it 
I) EI = - ir; Zz a cole — , 
Qq U 4 it 4 4 
da 
. r2khap ._ 2(q— k)np kr A 
sin —— = — sin ———— und cotg — 
4 4 


— — colg(g—k)—- 
q re, 
Setzt! man alsdann /p statt p und nimmt man zugleich an. dass p und g kei- 


nen gemeinschaftlichen Factor haben und /<Zg ist. so hat man auch 





PERL, un 
‚In m 4 *  , 2klıv kt 
(n.) Et = 1 E Z sin eotg- 
y Y G el q q 
. 2 .  g—1 
Nimmt man nun für / alle Zahlen von 1 his ——. so hat man 
Pi 2 l: 33. i= 23 
BE Ar 
I--1 4 4 | 


1 _" ,. Rklnn hrı 
S -_. > > sın > une cote 
\ 4 gI 1-ı 








Stern. 


Nun ist 


q |} 
ur <klnp 
SI 
=} q 
. krın | 
und da sin 2 — 2si 
q 
I = 
E 
ur 
mithin 
l 22 
H) = 
I—1 


Ist nun » ebenfalls eine ungerade Zahl, 
dem % ungerade oder gerade ist, jedes entsprechende Glied der auf der rech- 











De 


re 
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. (1 17 

Rn cd sin I- Da A 
2q FR 2q 
. kr Ber 
sin - ap 
1 
sin . cos’ Er cos ui sin’ — 
2 2g 2 2q 
nn ü u 
sin 
4 
krı k 
nid sp 0 folet 
2q 2q . 
„np krıp ‚knp , kp 
EEE REN 
q - h 2 a: 
nd 
E in co 
1 "q 
n q ı 
, . 9 kr kr ) k: k: 17 

= | sin’ MATT Au d — c0$° u. to 5? |eote u 
en i—1 2 2q ( 4 


hat in diesem Ausdrucke, je nach- 

















ea i 4 . krıp krt krıp krı 
ten Seite stehenden Summe den Werth cotge — P_eote- - oder — te? cote - 
” 5 q 24 q 
z u FE g—1 j 
Nimmt man an, dass q von der Form 4n-+-3 also a ungerade ist. so hat 
man also 
A 2hl kr 
N u ü N ip NL 
Z Z sin——_P cote 
I-1 k—1 q 1 
r p sı Ip It (g—I)rp q—1)n° 
4 colg _F_ eote I eote IP eote He. colo - 1 = -coto E | 
5 vn 2q q 2.2q u 
2rı 2rı Arıp An (g—I)n 3)2r 
5 18 id RR — + BR — "Feotg ee AP cote I | 
2 _ l -_ fi l i - ‘ 2. 
L 2q q 2q gq 2.2q a - 
Nun ist 
sın —1i np Ip q—3 sıp 
cote nd — lo 1.2), cote 5 1 (2. P), 
> 2q 2 q 2q | 2q 
g—1i rp q--1 rap\ 
colg(I— e) 22 ig (? [ } 
" M | 41 q 
q—1 ?ı In g—3 ?rıı 
colg — = — ooligl —— — ), colg— = — colgl ——— 
q 2 q q | 2 q 
g—i n £ 1 2 
cotg(7 ) = -colg (7 
3 q q 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 2. 20 
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also 
/ Dr k = ’ —ı 
Es = sin cotg” ws er 2. 
1 k-1 4 q “ q y 
Yan 


sieht leicht. dass diese Formel unverändert bleibt. wenn q von der Form 


I» 1 ist. Sobald p und g ungerade sind. verwandelt sich daher die For- 
mel (9.) in 


a Y [ ) ( 1 ( I 1 ) 1 En krın 2krıı 
x. = E- IT +4. zZ tg colg —. 
>; 4 4 | 4 «| 1-1 4 J 

Dies ist das dritte Theorem. welches Eisenstein a. a. ©. 


vegeben hat. 
Ist » gerade, so folgt unmittelbar aus (%".) 


] I ( ] l 





,__ gl 
I k WERE, zu; 
u “  ,. Rklın krı da ka krı 
>> Z sin cotg—- = —4 F 1gZ2 eoie- 
1-1 k—1 q 4 k—1 q 4 
also nach (9. ) 
l > "WER. nn 
. Ip Te, Der „A | as kıp kt 
ar. > E AR > | A ZE - > WM Indie. cote 
ha q 4 | 97.84 1-4 2q Y 


6) Ist g eine Primzahl. « eine nicht dureh q theilbare Zahl. und seiz! 
man. mil Benutzung des bekannten Legendreschen Zeichens. 


a £ 
(7) =D", 


so ist. wie Gauss gezeigt hat *). 


PR le zu 


: 2la ne 
> —r y Ad 
= 2 E—-2 3 E- 


ru — 4 


I—1 4 It . 


N 
ı 


Ist nun a ungerade, so findel man aus den Formeln (z.) und (z’.). wenn maı 
statt » in der ersten a und in der zweiten 2a setzt. 








, g—1 
Ä ie 
g—1 | e ka y Ok 
m—= I— -— 2 %- (cotg“ 2cole 
4 Me qg q 
kr krı krı 
oder. da 2 cote ”—- = cole — — Io —. 
Q Be 

43 1 r kııa kt 

m ann Z te wu hc 

4 Er Tr u 


*) Comment. soc. Gotting. Vol. XVI. 
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It a—=1. so ist 


(7) 1 ] 7—1 
Din y 21 BR y l 
> 4 Er 0. : E 0. 
l-1 4 I q 
mithin » —=0 und daher 
ER. u. 
x le 1 14 | 
k=1 g- 2 
Ist dagegen a gerade, so folgt aus (z’. 
1 1 7 h 
( ur td krraN kr 
wm = is rg B: (2ig z——— yeolg 
4 -( 1—1 -(] 4 / 
’ ka krra krıa 
oder, da 2ig z— to (A -ig.— ). 
2g M) <q 
a 
u e ku, „hna er 
m ee DM wu — 
4 24 4  ’ q 


a‘ ‘ = 2 ‚ta 
( 3% (—1) und m z= & 
q \ / 


setzen. Berechnet man den Werth dieses m nach (z.). so ergiebt sich das 


rierte Theorem Eisensteins a. a. V. 


<) Ist g ungerade und man setzt in («.) allmälich statt s die Werthe 


j g—i 
” 5 und summirt. so folet 
—=g—l / ü 
.\ 5 PL _ (Pp 1 g4- 1 
I—1 1 “ 
Ebenso findet man 
a ER ) (D 1)(« 1 
a) Era P-Da-D 
I P - 


wenn p» ungerade. Beide Formeln behalten aber ihre Geltung, sobald nur eine 
der zwei Grössen p und g ungerade ist. Ist z.B. p ungerade. q gerade, 


*) Jomment. soc. Gotting. recent. T. IV. 


20 * 














156 Stern, über einige Eigenschaften der Function Ex. 








a 

und man setzt zunächst für s die Werthe 1. 2. ... — so folgt aus (e. 
EP ı EP 1.ıE(IZ2.PN. Kr ER ee in - 
u ei HE Fa Er Tas a 


» * |} £} ( F » . 
Indem man dann auf der einen Seite E(4.2 und auf der anderen das eleich- 
q 


r—1 ' _ 2 
seltende / 5 addirt, findet man wieder die Formel (4.). Ist g—1 durch v 





theilbar, r eine ganze Zahl <v, und man setzt in (e.) statt s die Werthe 














1. PER Je 
ri +4, pi +2, ... (r+1) 1 .„ so hat man auch. wenn man zur 








2 v ® 
j g—1 
Abkürzung — — «a setzt. 
2 
ER LTE” np - EZNDU-N 
l -ra+1 q l ra-+-l 1 q ® 
. 0} 9» —1 “ 
und ebenso. wenn p—1 durch ® theilbar ist, und #—— — P geselzt wird. 
’ . | 
l=(r+1)ß le l=(r--1)ß N 
© Y = / ( et (« — 
P \ ki | B: E(p-n4 — P-Yda@-N, 
I=rß+1 P _ 1=r#41 p v 
Ferner ist 
ie a p u py , ga—p 
f a Y 2v N Y N N / 
Cu.) z #2=- I ° Sthol- E£ E| 2 3 ı B| 
I=ra41 4 l=(r—Va+1 q 1=-(r—De-+H1 1 qt 
l -r& ] 
y 7, ) t u , f / 
ame = E - pP 2 IP] E aß, 
I=(r—1)e-+H q ge 
und ebenso findet man 
l=(r+1)ß l er ] a 
WM) Ei zZ E-Plus 
l=rp+1 pP 1=-(r—P-+H1 p pt 


. . .. u! 
Man nehme an, von den Zahlen p und g sei q die grössere, so dass 7— 
gr 
ze Eon i : „p, qa—-p A 
ein ächter positiver Bruch ist. Der Werth von E r 5) wird also dem 
r y !n . . . . y. . .. » 
Werthe von r: gleich sein. oder ihn um eine Einheit übertreffen. Der 
Werth der Differenz 
ra & 
Bulk +2) - et 
(—De-+1 I go F—Da+ı 9 


zeigt daher an, wie viel Zahlen in der Reihe [(r—1)«+1]p, [(r—1)e+2]p, ... rep 
vorkommen, die zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Vielfachen 
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. - . ( ) . 
von q, etwa (£—1)g und iq, liegen, während zugleich /p- — F zwischen Iq 





und (£+1)g liegt, oder, mit anderen Worten, wie viel Zahlen fg vorkommen. 


so beschaffen dass /p < tg und >> tg I 


„ während / zwischen (r- Da--1 
und ra liegt. 
Die Differenz 
p" E( g- P) 
p p pV% 


I I 
. und 2 3Z# 


r pr kein Vielfaches von p enthalten 


ist Null. wenn zwischen 


ist; dagegen, wenn 


‚fI m“ 
E(I en. im E :n, EZ=(n+k), 
p pv p | 


dann ist diese Differenz = %k. Es drückt also 
I rf I—rß 


we £"! u 3 E( a E) 
!=(r—1)P-+Hl pP i=(r N)P+l pP pv 
die Anzahl der Zahlen (n-+1)p, (n-+-2)p. ++ (84 k)p aus. welche zwischen 
q en p . = ru r r J) 
Iq ar und /q enthalten sind, wenn man für / alle Zahlen von (r-1)p-1 


bis r? nimmt. Nun kann (»-+%)p, d.h. das grösste Vielfache von p. wel- 


. ( — Zi . . .. . ro. 
ches zwischen la —I— und /q liegt, nicht über r« hinausgehen. Wäre 
ee | Ä a ie | rp« rp 
nämlich »-+-k=ra-+1,. so wäre (n+k)p=rap--p: u E n p. aber /q 
. mr rDG r ’ z 
ist höchstens = r/q - — —, es wäre also (r«-+1)p > /!g. Andererseils 


wer p 


—1 . 
Mi - A jedenfalls kleiner als 4y— ———-. wenn man 


ist r—1)op =! 
> ® v ® 





- 


hi . : i . u 2 | 
für / den Werth (r—1)/P-+-1 setzt. indem dann /g— I -. | : y 1 — 


! 


wird. Es muss also (»-+1)p grösser als (r—1)eop sein, d. h. die Dillerenz 


1 rß ] 1=rß U ur 
>> E" he; E(I IP) drückt ebenfalls die Anzahl der Viel- 
I=(r-1)ß+ı P = (r—1)ß-+H1 P p! 


lachen von p zwischen [(r—1)«-1]p und rap aus. die zwischen einem 


r. . r* gr . . 
Vielfachen von g und diesem Vielfachen um Zr vermindert liegen. Man 


hat daher 


Ä ro I r& l rR ] "RB 
= u E(? a ?) a" >: E Ip en xy „19 u 3 E( qq R 
I=(r—1)a-+1 q gv I=-(r—Na+ı 9 I=-t—Dpr1 P  1=0r-1p41 D pr 
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oder nach («.) und («'.) 


fa) 


(r+1)« l=(r+1)ß l=ra t=rB 
> Pl | 3 E iq u x Pl | 2 E tq -20D 
l=ra+1 I I=rß+41 pP I=-(r-DaHt 97 I=0—Vprı P 
Setzt man also 
l (2 / [ ’ 
2 Br, See 
SRTLZET =, 
I 4 1 pP 
si) folet 
I=2u 7 i=?2B / 
h ) a | r 
= Et+ 2 EZ = k+2oß 
I=a+ 9 I1=f+ P 
und alleemein 
!—= (r-+1)a Ip != (r+1)P le 
y.) 3 EPı x ET = k+2roPß. 


Nun folgt aus (4.) und (#.) 
l [Fi / / 
ZET+=ZETI- (p—1)(g—-1)=v.ap 
I—1 I ei p 


und aus (».). wenn man allmälich statt r die Werthe 0. 1. 2. ... e—1 selzi. 


= — Ta Dr 
ESRT-HZRT = ko+v(e—1)eoP, 
ur q er p 


mithin #7=«/P, d. h.. wenn man wieder für k, oe. 5 ihre Werthe setzt. 


{ 


= Ir er Ä 
: i ww. a (p—I)(g—1!) 
er re EEE), 
I-1 4 l-1 P ! 


Dies ist das fünfte Theorem Eisensteins a. a. O0. 
Es folgt hieraus weiter nach (r.) 

{ (1-1) ah / { (r- Tun 

Te . bi + (D (g—A1 

z ge. ae 


| ( 
l .\ an AR I Da nn + 


und wenn man hierin allmälich r—= 0. 1. 2. ... h—1 setzt (wo Ah nicht grösseı 


als » sein darf) und summirt, 


a A RR 
a ‚Im. fi, de ‚(p—1)(g— 
a) x ER = EM _po-Na-n. 
1-1 q 1-1 pP ! 


Diese Gleichune. welche das Eisensteinsche Theorem als speciellen Fall en!- 
hält. hat vor nicht langer Zeit Herr Sylvester bekannt gemacht *) und zwar 


als speciellen Fall eines allgemeineren Satzes. welchen er durch eine Induelion 


Uvmptes Rendus T. 50, p. 132. 
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heweist. Dieser letztere Satz lautet: Wenn p und g posilive Zahlen sind. 
eine Grösse. die kleiner ist als der kleinste Werth. welcher ap und ag zu 


oanzen Zahlen macht. so ist 


/ F: (49) / 7 
i ‚Ip | 
(0.) 2 E—-+ 2 E kKiip).Elig). 
q ki p 
Man kann diesen Salz nicht blos einfach beweisen. wenn man sieh der veo- 
. 1 Y . . . ‘. . . Pe or . f 
melrischen Construelion bedient. die Fisenstein im 28 Bande dieses Journal: 


p. 246 anzeeeoeben hat. sondern er ist auch in dem Satze enthalten. welchen 


| 
I) wi 


(euss bei dem dritten Beweise des Fundamenlaltheorems zu Grunde veleo 


und auf eine einfache Weise bewiesen hal. Der Gausssene Salz heiss!: Wenn 


r. 22. ... nr keine eanzen Zahlen sind. so is! 
ia l Fi nX) 1 
ZSE(r)+ & E(lI—) = nE(na 
[—1 I—ı > 
} 2 
also. wenn man x = ”_ und E (ig) selzt. 
4J / 
7 I= El E(4ig) 
N eg /) Bi Ip er . Iq N :/ pP or, 
Q = E >= E E(ig)EU-E(ig))- 
A 4 I—1 p \g 


Nun setze man Ag = E(ig)+e, Ap=E(ip)+f, so dass e und f kleiner als 


z 1. . w ) ER z e) .. fi eD 
die Einheit sind. so ist -E .q) = ph. E(ip)- 3 
4 ; 4 q 
Ist nun nicht fy = ep, so kann man immer für q diejenige der zwei 
r “ b a - f ep . 
Zahlen p und g nelimen, für welche fy >> ep, dann is! a ein ächter 
4 


positiver Bruch. und mithin jedenfalls 
Y ) Y/. \ Y on ( eD 1/r 
E(£ E(ig))= E|E(H)- Ma E(hp). 


wodurch die Formel (o'.) in die Formel (o.) übergeht. 


Ist e der kleinste positive Rest von p nach dem Modul m» und f dei 

. 2 ) e « f . 

kleinste positive Rest nach dem Modul ». also _ 2. oanze Zahlen. is! 
n N 


lerner % eine ganze positive Zahl so beschaffen, dass ke< m, kf-—n, so ha! 


man auch 





IR. m PR 
n / m / k? i f 
/ v - IN , a ıtqgm it (DD 1 ( 
(0".) ser 2 r Br), 
u qm er pn mn 


Setzt man nämlich 


nd 
pn=p, qm=q, ID —Eg )» 
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so ıst 





ln u ii - ur _M,- u"? u EL Si. i 1. 


qm n m qm m | qm 


E \ gg E \+q J — E 


; . 1° k(ge—.pf ) . ... 2 
Setzt man nun ge > pf, so ist mithin nn ein positiver ächter Bruch. 





er . k(p— e) u, 
also El Er! iq’) ) - —PZE, und daher nach (0'.) 
” ala m ae 
1 A T ! » 2 m. or / ” 
Bi E Ip’ Pi E lg’ ‚ k” ( p “ e) q Eu 3 
a“ ci a p' mn , 


übereinstimmend mit (e".). 
Ist 4=1, so folet 





g—f p—e 
ZZ RE ua 
n / ım / { BA; We. 
,Ipn ne im (p—e)(g-— 
ae ER. 
1 gm os pn mn 


Seizi man m=n», so erhält man aus (o”.) die einfachere Formel. welche 
schon Herr Sylvester a. a. O. gegeben hat. 
Ss) Aus (z.) folgt 

















PER, u re 
Z= E?ı = E# 
I—1 q 1-1 P 
gi 
- If DR 9 N 
p- -g -2 \q 1)p (p 1 q an > ze en colo hr 
4 Spq 2q 1 q q 
PER wen. 
b.4 x Wenn. ER, 
pP 4m p p 
u | Kr pa!) 
Nun ıst andererseits nach (v.) der Werth dieses Ausdrucks - Z und 
hieraus ergiebt sich. nach einfacher Reduction. 
k 3ch k nad 
p = 7 cole . +4 = Pu cotg -. = ft), 
a q k=1 a. ? 


sobald, wie die Formel (z.) voraussetzt, p und g zwei ungerade relative 
Primzahlen sind. Dies stimmt mit dem Lehrsatze überein. welchen Eisenstein 


a. a. 0. p. 282 gegeben hat *). 





P—q\ 


‘) Nur dass dort der Druckfehler 4(p—g)’ in a) au ändern ıst. 
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Sind allgemeiner p und g zwei relative Primzahlen und ist zueleich 


p-1 und g-1 durch m theilbar, so folgt aus (T.) 


g—l pl 
= I PR me 
z EP.ı x g4__PtIz2,p gi mrg—1 , g,p—1 m+p—1 
14 p 2m em 2m a Me 2m 
"PRE. in: RE un 
4 m JI=g—I Is kr 1 m k=-p—1 Ihrre 7 
r=- 2 = sin ep! ol — + — ZZ ZZ sin = cotg ei 
a am Ai q I PP im p p 
r R a °_ (pP 1 4 | . 
Da nun andererseits nach (v‘.) der Werth dieses Ausdrucks - ist. 
so fole! 
] g—I ] p—1 
m kugt 2krepl krı ler 2krıql krı P—4 
e.) = 2 sm Pete - q = 2 sın— I cotg (m—1 ( ) 
1 ko 4 q 1 ki P p em 


Bezeichnet. unter denselben Voraussetzungen . r, den kleinsten positiven Rest 
von /p nach dem Modul q und AR, den kleinsten positiven Rest von /q nach 


dem Modul p, so dass also 


e d 
gEZ-: R, = Ig—pE en 


N; Ip q 
so folgt auch aus (. 
q 1 ] qQ 1 
m m k q 1 kt 
5 (4 7 ) ı ZE EZ a ok, 
1-1 2 Ie I 1 ( 
RE „nu RE ‚un. 
m m I=p—1 Ikrgl krı 
) rı 17 
> z — R,) 4 2 EZ ia oe —, 
1-1 2 I--1 k--1 p ) 
und daher nach (o.) 
hut PER om I 
PR ” (P m—1 rp—q\' 
w (1.44. = TED nähe | 
I) (4 7 | q — 9 I >) 
F 2 2 ! 4 F) “ m - 
oder 
1 Ir = Bo 2 
= (1-2), 2 (i- 225 m. ar a 
1 q ei p pq m 


Da dieser Ausdruck immer posiliv ist. so lieot hierin der Satz: 


Wenn man von der Einheit einzeln das Doppelte der Brüche abzieht. 


| ’ p A 
welche übrig bleiben. wenn man von den Zahlen er ar die 
21 


Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 2 
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grössten darin enthaltenen ganzen Zahlen abzieht, wenn man ferner von der 
Einheit einzeln das Doppelte der Brüche abzieht, welche übrig bleiben, wenn 


( 2L —1gqg . u 
man von den Zahlen _, > RE == . die grössten darin enthaltenen gan- 
} m = 


zen Zahlen abzieht, so wird die Summe der hierdurch entstehenden positiven 
Zahlen immer grösser sein, als die Summe der hierdurch entstehenden ne- 
gativen (aber absolut genommenen) Zahlen. 

Dies gilt also namentlich. wenn p und g ungerade Zahlen sind und 


m—=?2. 


Göttingen, im August 1860. 
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Ueber eine Keihentransformation Stirlings. 
(Von Herrn M. Dietrich zu München.) 


Bekanntlich hat sich zuerst Stirling mit der Verwandlung der Reihe 
=», % D 


beschäftigt. Es stellt nämlich Stirling, von der Gleichung 


1 1 | n n(n+1 
r (2-1 c+n1 e(2+1)...(0+n z(c+1 c+n+1) r(cH1 c4n+2 
auseehend. für die Coefficienten A,. A,. A,. ... der Gleichung 
A, | A, | A, 
"7 r(c +1)... ce +n—1) za.c-+1)...(e-+n z(2+1)...(: c+n-+1 


ein sie mit den Coeffiecienten einer ähnlichen für —— aufgestellten Gleichung 
X 


verbindendes recurrentes Geseiz auf und findet. indem er diese Gleichune füı 
»—=2. 3. 4. ... auf die einzelnen Glieder der zu transformirenden Reihe an- 
wendet und dann die gleichartigen Grössen vereinigt: 


B Ü D E 


RT 
1 x x X 
B (' C-D | 2C+3D+E 6C+11D+6E HF 
14 Fu 2 (x +1) ICE 1) (2 +2) Ec+H)(c4 2 2+3) " z(2+1)(2+2)(z +3) (+4 
24C0--50D + 35E-AUF +6 
2(2c- 1) x 2) (2-3) (2 -+4)(2 +5) 


Dieses Verfahren führt jedoch nicht zur Kenntniss des independenten Bildungs- 
vesetzes der Coefficienten A,. B,. C,. ... der transformirten Reihe und da- 
her auch zu keiner sicheren Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz 
derselben. Erst neuerlich hat Schlömileh in einer Abhandlung über Faecultäten- 
reihen (Zeitschr. für Math. u. Phys. IV. Jahrg. 6. Heft) aus der Betrachtung 
des bestimmten Integrales 


° \ ’ : 
Se“ fu) du = gig 
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durch die Annahme f(w) =‘! die Gleichung 





k—1 k k+1 
Zur Pı-ı | 0 SE WAHREN. °* BU h 
rt — zer)... (ca +k—1) " s(a+1)...(c+h) " za +1)... (ca +k-+1) 
—1 n n n 
Pı_; 1 Pz+P,=’+--+P _,c-! 
z(2+1)...( ce +n—1) ' at zei)... ce +n—I1) ° 


n 


in welcher allgemein P,, den Coeffieienten von «” der Entwicklung des Pro- 


ductes 
a(@a+1)(e- 2)...(@+n—1) 


vorstellt, aufgestellt und durch den Nachweis, dass der Rest der hier ange- 
sebenen Entwicklung für ein unendlich wachsendes » gegen die Grenze Null 
convergirt, die ins Unendliche gehende Fortsetzung dieser und daher auch 
der Stirlingschen Reihe gerechtfertigt. Doch glaube ich nichts Ueberllüssiges 
zu unternehmen, wenn ich auf elementarem Wege und auch in allgemeinerer 
Gestalt obige von Schlömilch gefundene Gleichung ableite und aus ihr die 


Umformung der Reihe 











u  : 
A+Z +++ 
in die neue Reihe 
ee ae on a ee 
I | gen nr N \ ı f \a fr \ 
ce, (0--0,)(©-@,) (ce) +0a,)(c + 8,) 
1 


oder, mittelst der Substitution Fran die der Reihe 


A,+4A,3+A,3° + A;2°’-+- 


in die Reihe 








ii. Mu B, 2’ | B, z° 
Bot Tras " Are) ires) YAredte are 
vornehme. 
Durch fortgeseizte Anwendung der durch die Gleichung 
1 c-+@ 1 | @ 
= z(ate) a+a "z(eto) 


’ 0 
angezeigten Zerlegung des Bruches = findet man: 


1 ) we: 0 EEE RO ur a, 


ee m 4 
To, (ra) (770,) TI Ta) TR) 


1 @ | a0, Di; @,@, 





“ ® N ” R N ' f * N / mi. B ( PR \ 
Kr, © 7%, Tr70) (T a, I 78,7 @,) 
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wenn man noch. um abzukürzen. das Produe! 





und allgemein, 














& 


I65 


c-1-0,)/ 
& 

ct+o 

X 

+@ 


f . N 2) f > \ ) 
(z+0)(c +9)... (c-+0;, P,(c+o 
seizi. 
| 1 a, | ao, | 7 ii 
en ee ee ee 3 DEE EB STE PEN ; 
x P,(@+e) P,(z-+e) P,(x-+«) P,(c-+e eP,(c—+e 
Daher wird auch 
1 1 a, ao, 0,0, ...&.—1 EM 
x’ zP,(z-+ae) zP,(@-+oe) zP,(c+e)  zP,.(c-+oa x’P,(c+ «@ 
1 ( 1 a, 0,0 
P\ (+0) \xc- a, (27 „(2 r@,) (z-+a,)...(0-e, 
U x, @, 
(+0, c-@, r(c+0@ 
f = j (- a = ao, RE @,q, En N ' a, 
i af Zu. \/ N) i 
P,(c-a) \c-+e, c+0,)(0-+@,) c+@,)..(0+0, v(x-+0 
1 [8 a,a,e, a. 0,0 2,R,0,...C 
— m. — _—— _— -— - — + .. + u — _ + e- 
> (m \ ys » 7 \ ' {pp \ ._] » . 
P,(c-ae)\c--a, (x--a,)(x-+e,) (z-+a,).(2+0,) z(e-o, 
| 1 (A + An 2, 0,8, ... An? =) 0a,0,...n—1 @,O,...C, 
j P.. ı (X & q &„ C(T-- 0, r P" c’P. N & 
1 ae, aa, -0,0@,--0,0 U SE en De ven ER 1 MRORR. 3 
P. (ce) P (+0 P,(x--«) P.(a & 
@8 rt ta... + R,R,..., 0 0,...0, 
ES 7:25, TE 
ıP.(x-+e) ce P,(z-+0o 


-@.@_. 


Man sieht hier soeleich. dass die einzelnen Zähler aus den Gliedern der ersten. 


zweiten, dritten, ... Combinationsklasse der ersten zwei, drei. vier. 


Zahlen &,. &. &. ... bestehen, so dass, wenn man die Summe der 


deı 


(‚lieder 


der Ak" Uusbinitsnchinnne der ersten p dieser Zahlen mit C}(«) bezeichne! 


p\ 
man erhält: 





2 1 ;: (@) 
=" " P,(ata) " P,(ate) ' Plate) '"T Pate) ' zP,(cte)' 2°, 


Hieraus wird sodann: 





2 n 2 yn 1 ö i vH 
% (@) ' G l (@ ) f Un @) Cn 


[44 






CL 
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Ri Y n —] N Nr 
1 ( ; (@) ! Q (@) N | C. (@) j ( ge (@ 
ER BE ee ee: ir Se re Tee : Aka er re ar a er Ze £\ 
r rP, (+0) zP,(x-+e) zP,(a+oe) z’P, +0)  z’P,(c-+« 
1 e ( 1 | @; u 4 ER Er @ u Es En L 
P,(x-+e) \c--a, ' (x- a,)(c+0 (2-+0,).(C+0, ) LICH) (Cr) / 
1 (2) a,.C,(@) Ä a,a..C,(@ | ee) \ 
P,(x-+e) \c+a,' (z+o,)(c-+a,) (c+a,).(at0)  z(e+0,).(c +0, 
1 ( (@) | a,..C (0) | a0 0..03 (0 ) 
P,(z-e) \c+e,. (c-+a)(c-+e,) r@ @.)..-(2-0,) 


vn—3 n—3 \ n—?2 /_S on yn 
1 a 2 (@) | &, Ü, 2 =) | nt a) ee x ( a («@ 





zP,(@+0e) z’P.(x+0) z’Pı (2-0 


nn — —0e 


P,_ı (z- a)\cte, z(c-+e, ) 
Multiplieirt man nun wieder die in Klammern stehenden Reihen mit dem zu- 
gehörigen Factor, vereinigt dann die gleichhenannten Brüche und beachtet. 


dass alleemein 


. vi 2/ f : yi 2, \ 3 yz 2, 
@304...0;7 ta. ; ar (@)+0,...0;0, (@.) Heer C ı (@) Ü; (@) 
ısi. so wird 
i 1 j C, ( a C (@) \ En I (@) Er . (@ 
P,(x-+«) P,(x@+a) P,szs+e) P.(z+o) zP.(x-+0) 
ll w y? 
( I 1) I ku 104 


zP,(z-+o)  z°P,(c+o 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens findet man ferner: 


3 


r Y j va /f Y + / N z f 2 vll ; 
4 1 . Ü(e Fi '. 7. u a C,(@ 
P(z+e) P(z+e) P(z+te) P.,(a-+-o) zP,(c-+o z’P.(c-+o 
1 Sl ER 6.268) (. (®) te 
r P(x+e) P(c+u) P,(c-+e) P.(a+o) zP.(a+o)' 'z’P,(c-+o 
und allgemein: 
Y . ! ! 1 / ? 
1 1 | C, (a | CH:1(la) Sn ee 
— ri —. — —— 1 — —_ ur — .. — .— _ wer —_—— 
P„@+a) Par 20) Parc -+ 0 7. sat 6 P, + 
va—m+l,_n vın—m--? Fu vn—1l, __ yvny 
Ei (@) Er (@ En "fi C, (a 
zP,(c+ae) z’P,(a+te) ariP, +0 zer P,(z+0 


velehe letztere Gleichung für die Werthe 0. 1. 2. 3, .... der Zahlen ,. 


Co. 03. ... in die von Sehlömilekh sefundene Entwicklune überseht und di 


Grundlage der Sfirlingschen Transformation bildet. 
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n m \ 

En he (@) ' h 

Der auf das Glied v. —— folsende Rest der Entwicklune 
Pu | @) 


1 i | 
Bruches . der mit I bezeichnet werden mag, kann auch geschrieben werd: 


gr AOL a) ++" la). 
z”".P., +0) 
oder wenn man Zähler und Nenner mil 
Pr (2 - . 0.) u end (0) ( Die -  (0).z - er > (@) 2“ 1 2. | Ü m ] Mn Ze l Ei, z 


wo z eine willkürliche Zahl vorstellt. multiplieirt und noch bemerkt. dass 


P,(z2-+@) 1 | 1 
P.( x -| a EN Fi u 5 x Z 
au | ) P, ( ) P, (4 | ) 
S r& Pr -@ 


und allgemein 


ist. 
N, vn—1, yn—?2 m-t-I r N 

N | (a er; ( +-(, (e).z de a)..." 
\ ; Nicht a u 
k wa vn 7 yN- —1 N ai 4 ın—2, rn N 7 l m | & 

m P .p(1- ® 2) Cn @ (@) .n +6, @ +9 | ST ( n @). 5" 

’ ti 
2 | f vm—1 1 
IR.TCDPIR.(CHEIBER. SI CHWee 
1 a / @/ 


R = w Er y vm—1/ l u y [ | \ ri | 
ac". .P.(1- - rl 14 (A w er, ).3’ a (l). ee C \ vg Mu 


Wenn nun x und sämmtliche der Zahlen &,. &., @;. ... positiv sind, und man 


auch noch z positiv aber kleiner als x annimmt, so ist, da 

I 7 Mi EEE Da Yi nn a ee el en et ( (r—2 
P,(1 Ia)- I; q (— 2 ) al z C s3+0/ ‘ ‚BE eig e/ 

ist, olfenbar 


Z nr) 14a, 
370 3} 


Wegen der leicht zu beweisenden Beziehung 


ei + =) Kan m (C a) 


1 


ıst ferner, wenn man noch Kürze halber ce — 


) se 5 BER 


P,(i +,)< 1+8.(0-3)+ (2-2 +4,70 3 
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und um so mehr 
1 


1 | 
; N — (X: 
Bir) 


Sodann ist der den zweiten Factor des Werthes von R bildende Bruch klei- 


N» 








c1—z 2 
p,(i een =) Ze", also auch 


ner als der Bruch 


+, ():2 +6 (—):2° hie rote (er N 
14 (4). BEE... Sr RR ‚oe (Dam / 


welcher als Mittelwerth der Brüche 








x 2 — 
1. Pi 2? “ a zm- 1 
. . . .. [3 m— . 
wieder kleiner ist als der grösste von diesen, als —— (da z2<x ist). was 


u 


ann um so mehr bei dem zweiten Factor des Werthes von ®R der Fall sein 


wird. Endlich ist dieser, da sein Zähler erösser als Eins und sein Nenner. 
wenn man hier c(—) durch s, abkürzt. kleiner als e“* ist. selbst erösseı 
: | 


als der Bruch 
1 


e° 8 


Diese Bemerkungen zusammen führen für den Werth des Restes R auf fol- 


sende Beziehung: 
1 n 1 


—— ——— — on m —__ — 
az" (a +s(2 — )) _ R wer ger, ex -2)-+- 52 y/ 





u i 1 
welche denselben zwischen zwei bloss von s und s, oder von (C} (} und 
a 


- 
a - 


cH—) abhängige Grenzen stellt. Für ein unendlich wachsendes » conver- 


ae ’ 1 ro 
eiren. wie sich leicht zeigen lässt. entweder C} (4) und ©) (——) beide 
> 3-0 [24 


veven bestiimmtie endliche Werthe. oder sie werden beide zueleich unendlich 


' von » unabhäneis 


oross. Im ersten Fall erhalten daher. da x” und 23” 
sind und bestimmte endliche Werthe haben. auch die beiden Grenzen von N 
bestimmte endliche. von Null verschiedene Werthe: im zweiten Falle aber 
eonvergiren beide Grenzen von R, sonach auch R selbst gegen Null. 

Sind einige der Zahlen o,. %. %. .... etwa ö in der Anzahl. Null. 


so bleibt die sanze Betrachtune im Wesentlichen dieselbe : nur werden. da 








klei- | 


wa» 


sein | 


ner. 


Sssel 


'ol- 


ınd 
ET- 
ide 
ich 


rg 


N 


Ier 
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dann anfangs schon nicht mit dem Null gewordenen C}(«) sondern mit dem 


5 u : ’ \ 1 /1 
zuerst auftretenden C/"(«) dividirt wird, die Ausdrücke ec —) und CH ) 
> — & 


bloss aus den nicht Null gewordenen der Zahlen «,. ©. «;. eebildet. 
Man kann daher folgenden Satz als begründet aussprechen: Wenn die Zahlen 
O5 O2, O0 alle positiv oder zum Theil Null und die übrigen positie sind, 


und wenn die aus den positiven von ihnen gebildete Reihe 


ins Unendliche fortgesetzt, selbst eine unendlich gross werdende Summe giebt, 


so gilt für jedes positive x folgende Entwicklung: 





1 1 1} Ete 
ge (z+0a)(2-+0,)...(24 0m) (a+a)(c+a,). (2 +0.) CH 0.41 
v Po m 
} Cm ! ı(\@) Um } l u. 
 (a+te)(a+0,)...(t0m) (Hm) (zra )(-+0,)... (+00 
Verwendet man diese Entwicklune für m = 1. 2. 3. zu der am Anfange 
dieses Aufsatzes angedeuteten Transformation, so wird 
| A, A, 4; 
TE 2” x’ 
v) af - 27 
4. A C(«) 1, 1, C,(@).A, Ca 1, i., Ca 1, C,(@).A,+C!(@).A 1, 
<A) i Po u en £ 
+0, c4+@, )(2+@,) (zıa )(cta,)(c+@, +0, )c+a,)(2+a,)(0ı0, 
va—l,.n k—?, a3 
( \ / N { ı 
| G_,(a).A+C,_,(@).A,-+C,_,(@).A l; 
| (ce+a)(c +0)... +0_,)(c+e,) 


Diese Gleichung erfordert für ihr Bestehen ausser der Erfüllung der für die 
1 0 
Entwicklung von — aufgestellten Bedingungen, dass beide in ihr vorkommende 


Reihen convergent sind. Die erste derselben ist convergent, wenn für ein 


unendlich wachsendes z 


die zweite. wenn 


a) AH Athlet An 5, 


Sr, | | gr Gu+ı 
C, -1 (@).A, HC ı (@).A, l Be -Cn ı(@).A, 573 An 
ist. Letzterer Bruch gestaltet sich wegen der Gleichung 
kr k ja De 
C,(e) = G_\(e)+0a,C,-(e) 
um in 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft2. 22 
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anCn ı(@).A, +05 (+0, 1 (a)).A,H CH (a) +auC, "1 (@))A,+ + (Cu -ı(@)+@)Au- Anıı 





A ade a 
C.. ı(@ (@): E u — 1 (a). A, te f (@).A, uch “ A, {1 ta 
er: (@). A, + 0, 1 (@).2 „+0 ı(@).A, 4... A, k 


Wenn nun in der zu STERN Reihe die Bedingung ihrer Convergenz 


a A & ’ ! 
schon vom ersten Quotienten — an durchaus erfüllt wird, und die Zahlen 


A 
l 

A,» Ar, A;. ... alle positiv sind. so wird der Werth des Bruches der zwei- 
ten Seite letzterer Gleichung kleiner als x sein. und man hat also 

C, (a). A, +0. (a). A, - +6 (a). An-+ Au; 

> | ee er TE = 0, 
Be dan ER, f C f 
n ı(@). A, - IawWE . el n- u 1 + Au 


während die EEE der transformirten Reihe erfordert. dass dieser Bruch 


kleiner als r-«,., sein soll. Diese Bedineunge redueirt sich demnach auf 
| n-!1 s - 


die einfachere 


zs+t0o,<cH+a,, ode a, <=0q,,:- 


Wird die Bedingung 
Anzı ui 
A, nu 


Air “ ) 
erst von dem (uotienten ne an erfüllt. so kann man sich die gegebene 
; 








Reihe in die zwei Reihen 


re. En. Sen 
T c Rn 
und 
A; A:rı ’ A;;r f A;43 
Fa ar u 


und daher auch für ihre Summe, con- 


zerlegt denken. welche jede für sich, 
Ebenso wird bei Erfüllung oben ge- 


vergente transformirte Reihen liefern. 
gebener Bedingung die Transformation auch möglich sein, wie aus dem Bau 
der Coefficienten der neuen Reihe sogleich erhellt, wenn die Coefficienten 
4,. Ar, As, ... zum Theil auch Null oder negativ sind. 

Um nun noch auf besondere Fälle der allgemeinen Transformation 
überzugehen, seien erstens die Zahlen «,. @,, @;. Glieder einer ein- 
fachen arithmetischen Reihe, also etwa den Zahlen 


+b, a+?2b, a-+-3b, 


gleich. Die PREERON: khlehilei 
RE SER We N 
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und 


re 


beide auf ein unendlich wachsendes » sich beziehend. eestalten sieh um in 
folgende: 


——— 
a 

u 

— 


ar am: "ara 
und 
a+-n—N)b<Zza-tnb, 

welchen beiden durch jedes positive 5 genügt wird. Es hat also in diesem 
Falle, wohin auch die Stirlingsche Transformation »ehört. die Transformation 
einer gegebenen Reihe bloss noch die Convergenz derselben zur Bedineune. 

Sind die Zahlen &,. &. ©. ... Glieder einer höheren arithmetischen 
Reihe, oder Potenzen der Glieder einer einfachen. deren Exponent die Ein- 
heit übersteiet. so erhält die Reihe 
By 1 


a ga, a, &. 


auch für ein unendlich wachsendes » eine bestimmte endliche Zahl als Sum- 
menwerth und es ist demnach schon die Transformation des Bruches = nicht 
in dieser Weise möglich. 

Wählt man endlich für die Zahlen @,. ©. «. ... die Glieder einer 
veomelrischen Reihe, etwa die Zahlen 


r 
> 


a, ac, ac, ac, 


so ist die Transformation der Reihe von der Erfüllung der Bedingungen 


DB 1 
u... — ne a ra =: (5 
a dc ac dc 
und 
ac" < ac” 
abhäneie. von denen die erste verlangt, dass e 1, die zweite, dass e > 1 


5'599 


ist; sie ist also nur möglich, wenn e=1, d.h. wenn die Zahlen «,. ,. «;. 


alle gleich a sind. Doch ist für e<Z 1 hier wenigstens noch die Umformung 


1 » . = . 
des Bruches — statthaft. Die bekannte Entwicklungs des Productes 
Er 


t IN 


f I [1 > ven -\ | —l\ 
(z+a)(r-+ac)(r-+ac')...(e+ac”) 


nach Potenzen von x, worin die Coefficienten beziehungsweise den Werthen 


v2 


gleich werden, welche im vorliegenden Falle die Grössen CO; (a), Cx(e). 


‘) 7) . 
Fu Fl 
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annehmen. liefert die Ergebnisse: 


i 1— c‘ 
C:(e) = a. 2 
1 —c 
' 1 MA — c'-! 
a) = ae —— r— 
C; a 54-7 


u.s. w. und allemein 














( ad) = at," —. er, mw un , 

Hierdurch wird dann: 
| u { (4 4 A 1? I— N 2°, 
Tr" Ta) 2rat 4 r-ac a1 \ TI = acer - 1 ec) 1— N (x ac®) race 2) 

| (1 { IN ’ a’c® 

" A-d=e)d-e) "T(wrae)ler+ ac jeraer) 
1 — ce”)... (1— er a*c® \ 
1-0)... dc) (z-am)...(ataen) 


Für e= 1. in welchem Falle. wie schon erwähnt. die Transformation einer 


Reihe noch möglich ist. geht obiger Ausdruck für C, «) über in 


ee ee he A ie 





— ut . 2 1ı2aA.-+- A.) m 
A,— Aı er aA, — A ia, tie A, — 2aA,— 4 we 
+ (a A, + 3a? A, 3aA, + A,)- - rer, 








r 1 + Us 





welche sich auch durch die Substitution rg 1 — — 


München. im September 1860. 

















Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, 

welche mit den elliptischen FKunetionen zusammen- 
hängen. 

(Fortsetzung der Abhandlung Band 57, p. 359 dieses Journals.) 


(Von Herrn Siebeck zu Lieenitz.) 





vi. 

Enden ich vorläufig den im vorigen Paragraphen behandelten Zusam- 
menhang der in Rede stehenden Curven mit den elliptischen Functionen fallen 
lasse. beabsichtige ich zunächst noch zwei Erzeugungsweisen derselben dar- 
zulegen. vermittelst deren sie sich aus den Keeelschnitten auf die einfachste 
Weise ableiten lassen. Jede dieser Curven kann nämlich. wie ich soeleich 
zeigen werde. auch als Bahn eines Punktes betrachtet werden. welcher sich 
so bewegt. dass ein gegebener Kegelschnitt von ihm aus unter einem con- 
stanten Winkel gesehen wird. wobei aber nicht unerwähnt bleiben mas. welche 
Bedeutung für die wirkliche Figur es hal. wenn gesagt wird. dass ein Kegel- 
schnitt von zwei in der Innenlläche desselben lierenden Punkten aus unter 
gleichem Winkel gesehen werde. Jeder Punkt in der Ebene eines Kegel- 
schnitts kann nämlich als gemeinschaftliches Centrum zweier involutorischer 
Strahlenbüschel betrachtet werden. deren entsprechende Strahlen conjugirte 
Polaren des Kegelschnitts sind. Ist nun diese involutorische Beziehung für 
zwei Punkte der Ebene übereinstimmend, d. h. lassen sich die beiden in dem 
einen Punkte vereinigten Büschel bei unveränderter gegenseitiger Stellung der 
einzelnen Strahlen so auf die beiden im anderen Punkte vereinigten Büschel 
legen. dass beide Büschelpaare gleichzeitig congruiren, so sind wir zu der 
Ausdrucksweise berechtigt. dass von jenen Punkten, mögen sie nun im Innern 
oder ausserhalb der Fläche des Kegelschnitis liegen, der letztere unter glei- 
chem Winkel gesehen werde. Dies vorausgeschickt. ergiebt sich die eine 
der beiden zunächst darzulegenden Erzeugungsweisen der in Rede stehenden 
Curven nebst einigen merkwürdigen Nebenumständen, welche mit der doppelten 
Periodicität der elliptischen Functionen zusammenhängen. aus folgendem 

Lehrsatz. Bewegt sich ein Punkt so in einer Ebene, dass von ihm 


aus ein gegebener, einen Mittelpunkt habender Kegelschnitt fortwährend unter 
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einem constanten (reellen oder imaginären) Winkel u oder seinem Nebenwinkel 


gesehen wird, so giebt es noch einen zweiten Kegelschnitt, in Bezug auf wel- 






chen sich jener Punkt nach demselben Gesetze bewegt. Immer ist einer dieser 






beiden Kegelschnitte eine Ellipse, der andere eine Hyperbel, auch sind ihre 






gleichgerichteten Axen proportional und fallen in einander: doch kann die 






Hauptaze des einen sowohl auf die Hauptaxe als auch auf die Nebenaxe 






des anderen fallen. Die von dem bewegten Punkte beschriebene Bahn ist stets 






eine der in Rede stehenden Curven vierten Grades und zwar sind die rier 






reellen und die vier imaginären brennpunkte jener Kegelschnitte zugleich die 






Brennpunkte dieser Curve. Sind endlich u und u, die zu den beiden Kegel- 






schnitten gehörigen Sehwinkel, e und e, die Entfernungen der Brennpunkte vom 






















Mittelpunkt, so gilt die Gleichung 


5 


tang u e" 
—, = 
lang u, e, 


Sei nämlich «ax’+5y = 1 ein auf rechtwinklige Coordinaten bezogener Kegel- 
schnitt und seien 
y-y = dad (t+-r7), 
y-y a (r—r) 
die beiden von einem beliebigen Punkte (’, y') an denselben gelegten Tan- 
genten. so ist bekanntlich 
. 2a.r' Y 


“+8 = ——-, 
1 — ar 


en a 1— Ay” 
| Ä ur v 1- ax” 


Sei nun « der von beiden Tangenten gebildete Winkel, so erhält man leich! 
a (a — a" )" 43 (ax - Ay” —1) 
an u = ———— > 3. u — 
u Ei (1-+ a’a" )? (a Buße‘ ry)) 


Bewegt sich nun der Punkt (x’, y') so. dass « constant bleibt, so erhält man 





für die Bahn desselben die Gleichung 
(28.) (a+Pß—ap(z’-+y’)) tang’u—4aß(ar’+Py—1) = 
Setzen wir hier y= Rsina, x = Rcosu und ausserdem 


4 
I, rin mu 3 - re ek 
| alang’ i 


(29.) (Mm EC et einen 


PP (d— a)sin’u 
Ir = 4) in’ 


Ri 
Löw) 
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so erhalten wir die Gleichung (7.) in $.1. Die von dem beweeten Punkte 
beschriebene Curve gehört also zu den in Rede stehenden. und zwar lassen 
sich, da die Zahl der unabhängigen Constanten «, ?, u drei ist. alle Curven 
dieser Art auf diese Weise erzeugen. 

Um die Entfernungen der in der X-Axe liegenden Brennpunkte vom 
Mittelpunkte zu bestimmen. haben wir für Z, M, N die Werthe aus (29.) in 


(11.) einzusetzen. und erhalten so 


ee rend N 


a (8 — a)sin’w- 
Bezeichnen wir nun die Wurzeln der Gleichung 
z+C2e+M = 0 


durch e und e,. so erhalten wir für e’ und e; die rationalen Ausdrücke 


. 1 1 
(31.) | | 
| EI 4 
Se @ BP  (P—eo)sin’u’ 


aus deren ersterer folgt. dass die beiden in die X-Axe fallenden (reellen 
oder imaginären) Brennpunkte des Kegelschnitts mit zwei Brennpunkten der 
Curve vierten Grades zusammenfallen. Dasselbe Resultat ergiebt sich dann 
auch mit Hilfe der Gleichung (13.) in Betreff der in der Y-Axe liegenden 
Brennpunkte des Kegelschnitts. 

Vermöge der Gleichberechtigung und Reeiprocität der beiden Paare 
reeller conjugirter Brennpunkte der durch die Gleichung (7.) gegebenen Curve 
lässt sich nun vermuthen. dass zu dem zweiten reellen Brennpunktspaare 
ebenfalls ein reeller Kegelschnitt @,2°-+/,y = 1 nebst dem Sehwinkel «, 
gehört. von welchem jene Curve sich auf dieselbe Weise herleiten lässt. Ver- 
suchen wir diesem gemäss die Constanten «,. ,, u, aus «, 5, u zu bestim- 
men. Die Beziehung dieser Grössen muss eine reciproke sein, dergestalt. dass 
C, Pi, u, gerade so aus eo, P, u gefunden wird wie a, 5, u aus &,. Pr. 4: 

Da nun e, für den zweiten Kegelschnitt dieselbe Bedeutung haben 
muss wie e für den ersten. so müssen. wenn es einen zweilen Kegelschnitt 
der erwähnten Beschaffenheit giebt. den Gleichungen (31.) analog. die fol- 


genden Gleichungen gelten: 


\ R 1 1 
De —— 
a % 
BR. L ’ 
u a 1 “ 
(‘ «e +  (B-—ea,)sin’a, ’ 
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ausserdem aber auch in Uebereinsiimmung mit (29.) die Gleichungen 


2 2 4 
4 ea 7 . 
ß, 


“, 
2 | 4 
(33) " 0 arte) 
’ 1 1 4 
\ a *- ar, => tang’u, 


Durch Elimination von /, aus den ersten der Gleichungen (32.) und (33.) er- 


hält man aber 


a lang u, 


a sin’u,(L+2e) = 4; 
ferner durch Division der dritten in (33.) durch die erste in (32.) 


z. N 4 
(34.) a 2 ev. 


7 tang’u, 
Eliminirt man nun u, aus den beiden letzten Gleichungen, so erhält man 


en — ii end 


und wenn man aus (29.) die Werthe von N und Z in letztere Gleichung einsetzt. 


j -ß 
ee, 


pP» 2 
pe 


wo e, mittelst (31.) durch &, P, « unmittelbar ausgedrückt werden kann. 


Aus (32.) und (35.) findet man nun auch leicht 








a-+-ß 
36. 3 nn, 
3) A=- 
z i %, . x . N 4 . . 
endlich aus (34.),. welcher analog auch die Gleichung — = ver ge gilt, die 
in ; e { g i 
(Gleichung 
e? 
(37.) tang’u, = lang’ u-—.- 
; e 


Letztere Gleichung ist im obigen Lehrsatz ausdrücklich erwähnt; ausserdem 
folgt aber noch aus (35.) und (36.) die folgende Gleichung 


38) Zt = 0, 
(38) 717 | 


aus welcher hervorgeht, dass immer der eine der beiden Kegelschnitte eine 
Ellipse, der andere eine Hyperbel sein muss, und dass ihre Axen proporlio- 


nal sind. 
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Es wäre nun noch zu beweisen. dass die der Gleichung (28.) analoe 


gebildete Gleichune 


) / > . I\\D ) ) 


) .) A e - : N A ? ) 
(@, PA -aPıle+y)) tang u, 4a, dla + Aryl 0 


j 


\ 


bei Anwendung der durch (35.). (96.) und (37.) gerebenen Substitulionen in 
die Gleichung (28.) übergeht: hiervon aber kann sich der Leser leicht selbst 
überzeugen. Auch sieht man leicht. wenn man «, 9, « aus (35.). (36.) und 
(37.) entwickelt. dass diese Grössen aus @,. /,. «, gerade so gewonnen wer- 


den wie @,. P,, 4, aus e, 5, u. Der obige Lehrsatz ist somit bewiesen *). 


ViäER. 

Durch den im vorigen Paragraphen bewiesenen Salz ist eine wesenl- 
liche Verschiedenheit der Brennpunktspaare zur Evidenz gebracht. und wir 
wollen daher diejenigen Brennpunkte der Curve vierten Grades. welche zu- 
gleich der oben gedachten Ellipse angehören. die elliptischen, die zugleich der 
Hyperbel angehörenden aber die hyperbolischen Brennpunkte der Curve nennen. 
Ist nun die Gleichung einer solchen Curve unter der im ersten Paragraphen 
erwähnten Form 

ms’ -+-nD' le’ 
gegeben (für das dorlige a werde fortan immer e geselzt), so muss es an 
der Beschaffenheit der Zahlen m und » erkannt werden können, ob die Ex- 
centricilät e zu dem elliptischen oder hyperbolischen Brennpunktspaare gehöre. 
Das betreffende Kriterium ist aber nicht schwer zu ermitteln. Aus den Glei- 


chungen (9.) in Verbindung mit (29.) folgt nämlich, dass 


N 4 (' m l L 
+ + . — er u; . 
29) \ a PP lang’ u vom n 
SR | 1 Bi 4 ‚1—m i—n 
—— 4 - = - P - - Bez 
164 P  (B-e)sin u m n  ’ 
on Be PR 1 
indem M = e’e; nach Gleichung (10.) und er Tomäek 
m 


*) Der Vollständigkeit wegen werde hier noch der entsprechende Satz für die 
Parabel ohne Beweis mitgetheilt: Bewegt sich ein Punkt so in einer Ebene, dass 
von ihm aus eine gegebene Parabel unter einem constanten (reellen oder imaginären) 
Winkel gesehen wird, so giebt es noch eine zweite Parabel von demselben Parameter 
und entgegengesetzter Axenrichtung, in Bezug auf welche sich jener Punkt nach 
demselben Gesetze bewegt. Die von dem bewegten Punkte beschriebene Bahn ist eine 
Hyperbel (für reelle Sehwinkel) oder eine Ellipse (für imaginäre Sehwinkel), deren 
Brennpunkte in die Brennpunkte der beiden Parabeln fallen. 
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Aus diesen beiden Gleichungen findet man aber 





(3— a)’sin’ u 


De, 
47° 
2 


| a 
mn = or 


‘ 










woraus wiederum leicht gefolgert wird, dass 











[m 
Pe mM 
m = —— (05 —, 
2 2 
(40.) 
| B—-a.oM 
Adele zu De: 


u 








vesetzt werden kann. Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man 









, & TREE 
41.) — I—(m-+n). 
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3 









Die Gleichung mS°’+nD’—4e’ ist also auf elliplische oder hyperbolische 





Brennpunkte bezogen, jenachdem der Ausdruck 1—(m--n) einen positiven 





oder negativen Werth hat. Dies bestätigt sich. wenn man die Curve mittelst 






der Gleichung 






m,S’+n,D' = 4e 






(A-m)(i-n) 


( 
\ 












mm 
vergl. $. 1), wo dann der Ausdruck 1— (m, n,) den entgegengesetzten Werth 
von I—-m—nr hat. Im Uebrigen mögen hier noch folgende aus (40.) her- 


geleitete Gleichungen bemerkt werden: 





2 n 
| tang“ E — 
3» m 
‚49 mn 
e 
2 mn 
| [> = 


e 1—m—n)’ 


mittelst deren «, ?, uw aus m, n, e und natürlich ebenso «&,., /,., (, aus m,, 
2,. €, gefunden werden können. 
Die Anwendung dieser Formeln auf einen gewissen speciellen Fall führt 


leicht zu einem bemerkenswerthen Resultate. Ist nämlich der Kegelschnitt 





ar’+Py°=1 eine gleichseitige Hyperbel. ist also «+ =0, so ist, wie aus 


(35.) und (36.) folgt. &,x’+/,y’—=1 eine Ellipse mit unendlich grossen Axen; 











Siebeck, über eine Gattung von Curven vierten Grades. 


zugleich aber folgt aus (40.), dass m = 2cos’ tu, n—=2sin’ Lu, und folglich 


m, = 1—n = cosu, 


, — 1i-m cosu, 
\ z mn, 
e, = e+- e colour. 
mm 


Die auf elliptische Brennpunkte bezogene Gleichung der in Rede stehenden 
Curve ist nun 
(43.) cosu.S°’—cosu.D’ dei. 
Seizt man nun die von dem die Curve beschreibenden Punkte nach den 
Brennpunkten der Ellipse a,x0’+-7,4 = 1 gehenden rad. veecl. respeclive © 
und ©, so Jässt sich. da S=r--e' und D=r-—r'. die Gleichune 43.) auch 
so schreiben: 
44) = —G 
cusu 

Somit lassen sich aus jeder gleichseitiven IIvperbel nur Curven von der 
durch (44.) gegebenen Form herleiten: der betrelfende Satz würde also 
heissen: Dewegt sich ein Punkt so in einer Ebene, dass eine gegebene Hyperbel 
von ihm aus unter einem constanten (reellen oder imaginären) Winkel gesehen 
wird, so giebt es in einer der beiden Axen der Hyperbel immer zwei feste 
Punkte von der Deschaffenheit, dass das Product der Entfernungen dieser 
Punkte von dem sich bewegenden Punkte constant bleibt und umgekehrt. Die 
festen Punkte liegen in der Nebenaxe der Hvperbel. wenn der betrelfende 
Sehwinkel reell ist. und zwar entsteht dann durch die Beweeunge des Punktes 
eine Curve der zweiten Art, und das constante Produet der rad. vect. ist grösser 
als das Quadrat der halben Entfernung jener festen Punkte. Dagegen liegen 
die festen Punkte in der Hauptaxe. wenn der Sehwinkel imaginär ist. und 
zwar entsteht eine Curve der ersten Art (mil zwei gesonderten reellen Aeslen, 
welche ausserhalb einander liegen). auch ist dann das constante Produet der 
‘ad. vecl. kleiner als das halbe Quadrat der Entfernung der beiden festen 


Punkte. 


WEBB. 
Sind A und B zwei beliebige feste Punkte einer Ebene. deren Ent- 
fernung 2e geselzt werde, und sind A’ und D’ zwei beliebige feste Punkte 


einer andern (oder auch derselben) Ebene und ihre Entfernung 2e = 2ep 
23 * 
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(wo p eine beliebige Zahl), setzt man ferner m’ = mp‘, n = np‘, so dass also 





jedes Werthenpaar von S und D, welches der Gleichung 
mS’-+nD’ — 4e° 
genügt. auch der Gleichung 
m'’S’-+n'D’ — 4e” 
genügen muss, so repräsenliren die beiden entstehenden Gleichungen, wenn 


die erstere auf die Brennpunkte A und B, die andere auf die Brennpunkte 


n n' 


A' und B’ bezogen wird, verschiedene Curven, welche aber, da a 
in Folge von (42.) in dem einen der beiden Sehwinkel übereinstimmen. Ist nun 
der zu den Brennpunkten A und B gehörige Kegelschnitt «xr’+/Py'—=1 eine 
Ellipse mit unendlich kleiner Nebenaxe. so artet die durch die Gleichung 
mS"--nD’ = 4e’ dargestellte Curve (als Ort der Punkte, von welchen aus die 
Strecke AD unter constantem Winkel u gesehen wird) in ein System zweier 
oleicher Kreise aus, welche AB zur Chordale haben. Wenden wir auf diese 
die oben gemachte Bemerkung an, so haben wir den Satz: Werden in zwei 
verschiedenen Ebenen zwei feste Punkte A und B, A’ und b’ als Hauptpunkte 
angenommen und werden die übrigen Punkte der Ebene dergestalt auf einander 
bezogen, dass je zwei entsprechende Punkte X und X' von den respectiven 
Hauptpunkten gleiche Abstände haben, so das AX= A'X und BX—= PX, 
so hat man ein Deziehungssystem, wobei jedem durch A und B gehenden Kreise 
in der einen Ebene eine durch eine Gleichung von der Form mS°--nD’ = 4e' 
darstellbare Curve in der anderen Ebene entspricht, und zwar ist der eine 
der beiden zu letzterer Curve gehörenden constanten Kegelschnitt- Sehwinkel 
gleich dem zur Sehne AB gehörenden Peripheriewinkel des in der ersteren 
Ebene liegenden Kreises (vergl. Jacobi, Bd. 12 dieses Journal, pag. 139 und 
140). Hieraus ist zugleich eine sehr einfache Constructionsweise solcher 


Curven gegeben. 


IX. 
In $.2 haben wir gesehen, dass die in Rede stehenden Curven vier- 


ten Grades in drei Hauptarten zerfallen, je nachdem in der Gleichung 


R’— LR’+ M+NR’cos’u = 0 


i 


das constante Glied M positiv, negativ oder Null ist. In $. 3 haben wir fer- 
ner gesehen, dass ein System solcher Curven, welches confocal ist, in zwei 
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Schaaren zerfällt. welche einander rechtwinklig durchsetzen. Jede der drei 
Hauptarten muss daher noch in zwei Unterabtheilungen „eschieden werden. 
jedoch so, dass die Unterabtheilungen der zweiten Arl (vergl. die Figur in 
8.3) nicht wesentlich verschieden sind. Wir wollen nun der Kürze wegen 
die drei Hauptarten der Curven durch I, I. Hl und ihre Unterabtheilungen 
durch I, und I,, Ill, und III, bezeichnen. und zwar eehöre in I eine Curve 
zu a oder b, je nachdem sie die zweite Axe in vier reellen oder vier 
imaginären Punkten schneidet: ebenso in IH zu @ oder b, je nachdem sie die 
zweite Axe in zwei verschiedenen reellen oder nur in einem Punkte (dem 


Mittelpunkte als Doppelpunkt) trifft. 


Für die Durchschnittspunkte der Curven I mit der zweiten Axe muss 
aber die Gleichung R’—LR’+-M=-0 gelten. Eine Curve wird also zu I, 
oder I, gehören, jenachdem L’—4M einen positiven oder negativen Werth 
hat. Ebenso sieht man leicht. dass eine Curve zu Ill, oder II, gehört, je 


nachdem Z positiv oder negaliv ist. 


Dies vorausgeschickt können wir nun die in $. 6 dargelegte Erzeugungs- 
weise der in Rede stehenden Curven leicht specialisiren. und zwar sind fol- 


sendes die Resultate der betreffenden Speecialisirung: 


1) Ist der constante Sehwinkel. unter welchem eine Ellipse von einem 
bewegten Punkte aus gesehen wird. reell. so ist er auch für die zugeordnete 
Hvperbel reell und der bewegte Punkt beschreibt eine zu I, gehörige Linie. 
und zwar ist der zu dem einen Ast gehörige Sehwinkel der Supplements- 
winkel des zu dem anderen Ast gehörigen Sehwinkels. Beide Aeste fallen 
daher zusammen, wenn der Sehwinkel für die Ellipse ein rechter ist: in diesem 
Falle artet die Linie aber in einen Kreis aus und der Sehwinkel ist dann für 
beide zugeordnete Kegelschnitte ein rechter. Bei den Curven I, sind die hy- 


perbolischen Brennpunkte weiter vom Mittelpunkte entfernt, als die elliptischen. 


2) Ist der constante Winkel, unter welchem eine Hyperbel von einem 
bewegten Punkte aus gesehen wird, imaginär, so ist er auch für die zuge- 
ordnete Ellipse imaginär und der bewegte Punkt beschreibt eine zu I, ge- 
hörige Linie. Ist insbesondere tangu = + y—1. so ist auch tangıu, = + y—1 
und die Curve artet in zwei isolirte Punkte aus, die Brennpunkte der beiden 
in diesem Falle confocalen Kegelschnitte. Bei den Curven I, sind die ellipti- 
schen Brennpunkte weiter vom Mittelpunkte entfernt, als die hyperbolischen. 
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3) Ist der constante imaginäre Winkel. unter welchem eine Ellipse 
von einem beweeten Punkte aus eesehen wird. gleich dem Winkel. unter 
welchem sie vom Mittelpunkte aus gesehen wird, so beschreibt der bewegte 
Punkt eine Curve Ill,. Bei diesen Curven fallen die beiden hyperbolischen 
Brennpunkte in den Mittelpunkt. 


4) Ist der eonstante reelle Winkel, unter welchem eine Ilyperbel von 
einem beweeten Punkte aus gesehen wird. gleich dem Asvmptotenwinkel (oder 
seinem Supplementswinkel). so beschreibt jener Punkt eine Curve Hl,. Bei 
diesen Curven fallen die beiden elliptischen Brennpunkte in den Mittelpunkt. 


5) Ist der constante Winkel. unter welchem eine Ellipse von einem 
beweeten Punkte ans gesehen wird. imaginär, für die ihr zugeordnete Hy- 
perbel aber reell, so beschreibt der bewerte Punkt eine zu II eehöriee Linie. 
Letztere wird durch die sub No. 4 erwähnte Linie HL, von der Hyperbel ge- 
trennt. Irennt aber selbst die sub No. 3 erwähnte Linie HI, von der Ellipse: 
sie wird nämlich von der IL, umschlossen und umschliesst selbst die III,. 
Die Hauptaxe jedes der beiden zugeordneten Kegelschnitte fällt in diesem 
Falle auf die Nebenaxe des anderen. während in den sub No. 1 und 2 be- 


sprochenen Fällen die Hauplaxen beider Kegelschnilte auf einander fallen. 


%. 

Aus der in 8.6 entwickelten Erzeugungsweise der in Rede stehenden 
Curven lässt sich noch eine andere. fast noch einfachere ableiten. welche ich 
jetzt noch darlegen will: 

Aus der Form der Gleichung R’— LR’--M- NR cos’u 0 folet, dass 
das Produet von je vier in dieselbe Richtung fallenden Halbmessern einer 
beliebigen Curve € der in Rede stehenden Art constant. nämlich M = ee‘ 
ist. Das Produet je zweier solcher vier Halbmesser. welche vom Mittelpunkte 
aus nach einer Seile hin liegen. ist daher ebenfalls constant. nämlich ee. 
Die Endpunkte dieser beiden Halbmesser können sonach als eonjugirte Pole 
betrachtet werden in Bezug auf einen vom Mittelpunkte 0 der Curve aus mil 
dem Halbmesser r = yee, beschriebenen Kreis, so dass also jeder in der 
Curve Ü liegende Punkt seinen conjugirten Pol ebenfalls in C hat. 


Seien nun E und H die reelle Ellipse und Hvperbel, aus welchen 


nach $.6 die Curve € abgeleitet werden kann, und P ein in € liegender 
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Punkt, seien ferner A und L, AK, und L, die respeetiven Tangenten. welche 


von P an E und 4 vezoeen werden können. Man bilde nun von dieser 
oanzen Figur in Bezug auf den vorhin erwähnten Kreis die Polarfigur. und 
es seien respeclive e und A, p, k und /, A, und /, die den E und H. P., K 
und Z. A, und L, enisprechenden polaren Elemente. also e eine Ellipse, % eine 
Hvperbel. p eine Gerade, % und Z ihre Durchschnittspunkte mit e, A, und /, 
ihre Durchschnitispunkte mil k. Bewegt sich nun P auf C fort und bilden 
folglich die Tangenien A und Z den constanten Winkel «. A, und Z, den 
constanien Winkel «,. so muss die Ellipsensehne 4, welche auf dem gleich- 
zeitig sich bewegenden p liegt. von O aus fortwährend unter dem eonslanten 
Winkel 2A u, und ebenso die in derselben Geraden liegende Hyperbelsehne 
kl, fortwährend unter dem constanten Winkel 2R— u, gesehen werden. Wir 
haben somit den Salz: 

Dewegt sich eine reelle Gerade so in der Ebene eines Kegelschnitts, 
dass das von dem Kegelschnitte interceptirte Stück dieser Geraden vom Mittel- 
punkte aus fortwährend unter einem constanten (reellen oder imaginären) Winkel 
oder seinem Nebenwinkel gesehen wird, so giebt es noch einen zweiten Kegel- 
schnitt, in Dezug auf welchen sie sich nach demselben Gesetze bewegt. Beide 
Kegelschnitte haben gemeinschaftliche Axenrichtungen und proportionale Axen 
und immer ist der eine von ihnen eine Ellipse, der andere eine Hyperbel. 

Fällt man nun von O0 eine Normale Or auf p, so ist der Fusspunkt 7 
derselben offenbar der conjugirte Pol zu P und liegt folglich. nach dem im 
Eingange dieses Paragraphen Gesagten, ebenfalls auf der Curve €. Da somit 
die Curve C auch durch Bewegung des Punktes 7 entstanden gedacht werden 
kann. so haben wir den Salz: 

Unter Beibehaltung der in dem so eben aufgestellten Satze gemachten 
Voraussetzungen beschreibt der Fusspunkt der Normalen, welche man vom 
Mittelyunkte auf die bewegte Gerade fällen kann, eine der bisher von uns 
behandelten Curven vierten Grades. 


Die Brennpunkte dieser Curve sind nicht die von e und A. sondern 


2 \ de tano’ u e’ 
die von E und H, und es muss auch hier die Gleichung en: stalt- 

ano U ©; 

> 5 3 i 


linden. Nicht zu übersehen ist aber, dass, wenn die Hauplaxen von E und H 
aufeinander fallen. die Hauptaxe von e auf die Nebenaxe von A fällt und 
umgekehrt. Für die Curven I, und I, fällt also bei dieser Erzeugungsweise. 


abweichend von der vorigen, die Hauplaxe eines jeden der beiden zugeord- 
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neten Kegelschnitte auf die Nebenaxe des anderen: für die Curven II da- 
gegen fallen die Hauptaxen beider Kegelschnitte auf einander. Ist u oder 
4, =0. so erhält man die Curven Ill, und Il,. Da aber in diesem Falle 
die Gerade p» den betreffenden Kegelschnitt berührt. so haben wir das be- 
merkenswerthe Resultat: 

Die Linien ll, sind Ellipsen-Fusspunktenrven, die Linien 1l, Hyperbel- 
Fusspunkteurven, für welehe der Pol im Mittelpunkte liegt. 

Eine genauere Specialisirung der bei dieser zweiten Erzeugungsweise 
in Betracht kommenden verschiedenen Fälle kann aus $.8 leicht hergeleitet 
werden. 


Liegnitz,. im April 1861. 
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Demonstration d’une formule de M. Ostrogradsky 
relatıve au calcul des varıations des integrales 
multiples, 


(Par M. Sabinine de Moscou.) 


Dans la note suivanle jai lintention de m’oceuper d’une formule 
iondamentale du caleul des varialions des integrales multiples. Quoique cette 
[ormule, due a M. Ostrogradsky et contenue dans le $.4 de son memoire sur 
le calcul des variations, y ait el& elablie. a l’aide de la methode infinitesimale. 
et que plus tard on ait essay& de l’etablir par d’autres prineipes (voir la note 
de M. Lindeloff dans les Comptes rendus de lacademie de Paris. seance du 
9 Janvier 1860) jose pourlant esperer que la demonstralion que je vais en 
donner meritera laattenlion des geomelres par son caraclere elemenlaire e! 
en meme temps rigoureux. Üelte demonstration est uniquement fondee sur 
le prineipe pose par Euler dans son eelebre memoire inlilule: Methodus nova 
ei facilis caleulum varialionum tractandi. Nov. Comm. Ac. Petrop. Tom AVI. 
I771. pag. 35. prineipe qui consiste a remplacer les varialions par des dil- 
[erentiations parlielles prises par rapport a un paramelre que l’on suppose elre 
eontenu dans les variables et que je representerai par la lettre ©. Jenai en 
besoin d’ajouter rien de nouveau a ce prineipe. et le seul moyen auquel j aie 
eu recours oulre cela est la formule bien connue relative aux integrales mul- 
liples et par laquelle on passe d’un systeme de variables a un autre systeme 


propre a remplacer le premier. 


Soient done x, Y, 2, ... des variables independantes, # une fonclion 
inconnue de ces variables, @ une expression donnece en z, Y, 2. ..... u el 
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les dilferences parlielles de a prises par rapport a x, Y, 2, .... enfin soit 


proposee lintegrale definie multiple 


v = /ff---wOröyds... 


prise pour toutes les valeurs de x, Y, 2, ... qui satisfont a linegalite 
L<.($, 


J, etant une fonction de x, y, 2, ..., de sorte qu'aux limites de cette integrale 
on ait L=0. Pour determiner la variation de lintegrale v» nous aurons suivan! 


le prineipe d’ Euler a considerer lintegrale definie multiple 


Go //J: .. W,0X,8Y;0Z;... 


pour toutes les valeurs de X,;, Y;, Z;, ... qui salisfont a linegalite 
L;<O. 


[,;, elant une fonclion de X, Y;, Z,, que nous definirons plus tard. W, 


est la m&me fonclion de X;, Y;, Z;, ..., de U; et des differences partielles 


de U; par rapporl a Ä;, Y;, Z,, ... que w lest de x, y, 2,... de « et des 
dilferences parlielles de x par rapport a x, 9, 2, .... Les variables inde- 
pendantes A,;, Y;, Z,, ... sont des fonctions arbitraires du parametre © el de 
v, Y, 2, .... conlinues pour de pelites valeurs de ö et telles que pour = 0 
elles deviennent respeclivement &gales a x, %, 3, .... Desienons par les 
caracleristiques %,, Y5, %3, ... les fonclions de © et de x, y, 2, .... dont il 
it de sorle que 


sag 


= vl, Y3.., Keuliunh,..), Zeulkans,.) ++; 


les derivees de A, Y;, Z;,... par rapport ä @ et pour ©=0O sont respectivemen! 
egales aux variations dir, dy, dz,..... De meme la variable prineipale U; 
est une fonclion arbitraire du parametre © et de A,;,, Y;, Z;, ... continue pour 
de petites valeurs de © et telle que pour ö=0 elle devienne @gale a a. La 


derivee de U; par rapport a ö et pour <= est egale a la variation de «. 
La varialion totale de « et que nous designons par du se compose de deux 
parlies: la premiere partie revient a la differentielle ordinaire de a, consideree 
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comme fonclion de z, %, 2,... et en supposant que les differences de r, y, 3. 


soient dr, dy, dz, ...; la seconde partie est la derivee partielle de U; pour 
i=0 par rapport a © prise independamment des variables A,;, Y;, Z;..... par 


consequent la seconde partie de dw et ce qu’on nomme la variation tronquee 
de a. Si nous designons la premiere parlie de da par la caracteristique 
et la seconde partie de da par la caracteristigie A, nous aurons 


du = Du-+- Au. 


Les variables X,;, Y;, Z,, ... etant des fonctions de i et de x, y. 2. 
a chaque systeme de valeurs de x, y, 3, ... repondra, pour ö queleonque. un 
Y; 


sysieme de valeurs de X, Y; 


i» 


„ Zi, ..., el vice versa. On pourra done intro- 
duire les variabiles les uns pour les autres. Je suppose que la quantite de- 


siondce ci-dessus par L; 


ı 


soit ce que devient Z, lorsque pour x, y. 2,... on 


y introduit leurs valeurs en i, Ä;, Y;, Z,, ..., de sorte que lequation 1,0 


13 
soit le resultat de l’elimination entre les equations L=0, X, = w,(i,r,u, 3. 
y 


qui salisfont a Vinegalite L<ZO, epuisent toutes les valeurs X,;. Y;. Z.. 


ns 1 


=w(,X,Y,2,...) Z=(,2,9,2,...), ... et que toutes les valeurs r, y, 


qui salisfont, pour ö quelconque, a linegalite L,<Z0. Remplacons maintenan! 


les variables X,, Y;. Z,, par les fonctions de x, y, 3, ... qui leur son! 
egales et introduisons d’apres les regles connues ces expressions dans linlegrale 


multiple F,;, nous trouverons 


— N: .. W,T.oz0y03..., 


iniegrale qui doit @ire prise pour toutes les valeurs de x, y. 2. ... qui salis- 
font a linegalite 
4 = V. 


et dans laquelle la lettre T desiene le determinant 


oX; e Y; OL 


<< 
[| 





OX cy 03 


Cela pose et comme les limites de lintegrale transformee V sont independantes 
du parametre ö, nous obtiendrons, par les regles de la diflerentiation sous le 


siene. l'egalite 


e Vv; eW; 942 oT 
FERN. A - Tor O4 yös-+f// w 


24 * 





' 
Y Er/ 
)y 0% .» 


ns 
&) 


po 
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dans laquelle nous devons poser ö egale a zero pour avoir la varialion de 

tie oV; oW; 5 er 

linteerale ®. Pour <=0 on aura ru = de, W;=w, —, dw. La varialion 
L ı 

de = se compose, comme on sait, de deux parties; la premiere parlie de 


dw esl 








ow ow ow 
Be ee ee 
oX 7; ur? L. 


nd a ze ; un . ow ow  0ow 
ou on doit faire varier dans la premiere des differences —. —. —.... 
cx oy ' 02 





out ce qui varie avec r, dans la seconde, tout ce qui varie avec y, dans la 
troisieme, tout ce qui varie avec 3 et ainsi de suite. La seconde partie de 
dw est due A laccroissement Du de la quantit@ «. Si nous designons la 
premiere parlie de dw par la caracteristigue D et la seconde parlie par la 
caracleristigue A, nous aurons 


dw = Dw-+ Aw. 
De tous les elements qui composent le determinant 


T= + 0X: OF: O2; | 
ze y 0 





et dont le nombre egale le carre du nombre des variables, les seules qui ne 
sevanouissent pas avec i sont les suivants 

oX; oY; 02; 

Orx ’ oy ’ 02 y) 


et ces derniers ont l'unit& pour limite. On en conclut que, pour ©=0, T 


r 


qui ne s’@evanouisse pas 





converge vers lunite et que le seul terme de 


avee 3 est le suivant: 


... 





0° i= oY; 07; 
ci \cz Oy © 


Comme d’ailleurs dx, dy, dz, ... sont les limites vers lesquelles convergen! 
oX; 07; 027; 


5» 9 Zr Om arrive a ce resultat que pour i=0ona 
C : SE 


oT  0ör  Ody , di 
Tata tat 





Bi a i oV; 
A Yaide de ces valeurs la limite pour ©=0 de l’expression de = obtenue 





Sabınıne, sur une formule du calceul des variations. Is4 


ci-dessus ou ce qui est la meme chose la varialion de prend la forme suivanlı 


Sf Cap [Il oödz , oÖdy. döx REDE 
/J-Dw -Aw)OrOyoz- + / ka ( Er Be L-— 1 ) 2 Oy 02 
B ® Or oy 0% 


ou. en introduisant la valeur de Dw: 


en ‚ O(wöy) , O(wöz) | Jee; a A 
ff. [ % Hy la ug T7'I0OLrOYyOR Een CyY« 


ce qui est la formule de M. Ostrogradsky, quil sagissail de demontrer 


vi 


Moscou. Janvier 1861. 
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Ueber Jacobis Methode, die partiellen Differential- 
sleichungen erster Ordnung zu integriren und ihre 
Ausdehnung auf das Pfaffsche Problem, Auszug 
aus einem Schreiben an den Herausgeber. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 





... Die Jacobische Abhandlung „nova methodus aequationes differentiales 
parliales primi ordinis integrandi*. deren Herausgabe ich auf Ihren Wunsch 
übernahm. bin ich im Stande. Ihnen beifolgend in druckfertiger Abschrift zu 
übersenden. Sie enthält in vollständiger Durchführung jene neue Methode. 
die Jacobi in früheren Veröffentlichungen nur angedeutet, und selbst in seinen 


Vorlesungen. so viel mir bekannt, nur unvollständig mitgetheilt hat. 


Das Studium dieser Jacobischen Abhandlung hat mich darauf geführt. 
seine Methode von den parliellen Differentialgleichungen erster Ordnung aul 
die totalen. oder auf die Pfaffsche Differentialgleichung auszudehnen,. eine 
Aufgabe, mit welcher sich bereits Herr Natani (im vorigen Bande dieses 
Journals) beschäftigt hat. Herr Natani giebt den Grundgedanken an. auf wel- 
chem eine neue Theorie des Pfaffschen Problems. wenn sie den wiederholl! 
von Jacobi ausgesprochenen Forderungen genügen soll. berulen muss, näm- 
lich auf der Benutzung jedes gefundenen Integrals zur Reduction der vor- 
liegenden totalen Differentialgleichung in eine andere, welche eine Veränder- 
liche weniger enthält. und zugleich ein Integral weniger zu ihrer Integration 
erfordert. Doch gehört zur vollständigen Durchführung dieses Gedankens die 
Behandlung der simultanen Systeme, auf welche man bei der successiven 
Lösung des Problems geführt wird. und zu dieser Behandlung konnte ich die 
Methode erst aus dem Studium der Jacobischen Abhandlung schöpfen. indem 
ıch seine Methode fast ohne Aenderung geeignet fand. von den partiellen 


Dillerenlialgleichungen auf das Pfaffsche Problem übertragen zu werden. 
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Aber bei diesen Untersuchungen ergab sich für die Behandlune des 


Pfaffschen Problems ein völlig neuer Gesichtspunkt. Spricht man die Aul- 
sabe dahin aus, dass dem Differentialausdruck 


Ä, dx, + Ä, dr, PER z- Ä,, dz., 
die Gestalt 
Fudfa+Fedfo+ + F,df, 


vegeben werden solle, so findet man nach der gewöhnlichen Methode. dass 
fi» fa» -- -, f, Lösungen einer linearen partliellen Dilferentialgleichung 


R;: 


of 
RR nm v 


Or; 


Ze F 


4 


sind, wo R die Quadratwurzel der aus den Grössen 


oOX; ON} 
04 = 3.70 
OLx Or; 


gebildeten Determinante, /t;,;, den Differentialquotienten von R nach «a, be- 


deutet. Aber man kann nachweisen, dass die Functionen f vollkommen de- 


BZ . Y n.n T 1 
finirt werden durch ein System von —, — 


A 


simultanen partiellen Differential- 


gleichungen erster Ordnung. Von diesen sind » in der obigen Gleichung 


> Satz n.n—i . ’ a 
enthalten; die übrigen —;— sind durch die Gleichung gegeben: 
BB > Ra ofu oh _ 0 
’ k R Or; OSIk 


in welcher für «, v alle möglichen Combinationen von einander verschiedener 
Indices zu setzen sind. Von diesen Gleichungen ausgehend, kann man für 
das Pfaffsche Problem eine Integrationsmethode aufstellen, welche zu der von 
Jacobi für die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gefundenen 
das genaue Analogon bildet. 

Die oben angegebenen Differentialgleichungen besitzen noch die sehr 
merkwürdige Eigenschaft, dass das Theorem Poissons in der einfachsten Weise 
sich auf dieselben ausdehnen lässt, was auch für das Pfaffsche Problem unter 
Umständen wesentliche Vortheile bietet. Bezeichnet man nämlich durch (y 


und [y, x] die beiden Ausdrücke: 
Rx xy 6% 


5: si Br A 
(P) uf: R ver OX} ’ 
‚Rx ow 0% 

andliie ee 

[Y, x =; 23 R 0X; OX% ’ 


so kann man leicht folgende Sätze nachweisen: 
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1. Sind y. w, x Lösungen der Gleichung 
() = VÖ. 
so sind die Ausdrücke 
19, y]» vw. xl» [2 9] 
Multiplieatoren, und also ihre Quotienten neue Lösungen derselben Gleichung 
2. Betrachtet man in der Gleichung 


[Ip y] = 0 
y als gegeben, und hat man sodann zwei Lösungen g. x dieser Gleichung 
gefunden, so ist auch |y, x] eine Lösung derselben. 
Man sieht also, dass im Allgemeinen für die Gleichung (g) =0O aus 
dreı Lösungen, für die Gleichung [y, w] = 0 aus zwei Lösungen alle übrigen 


durch Differentiation abgeleitet werden können. 


Carlsruhe. im März 1861. 















193 


Ueber dıe Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, 


insbesondere bei Oberflächen dritter Ordnung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Üarlsruhe.) 


D:: Frage nach denjenigen Punkten. deren Polaren. genommen in 
Bezug auf eine Oberfläche dritter Ordnung, in ein Ebenenpaar zerfällt. habe 
ich in einem anderen Aufsatze *) (dieses Journal Bd. 58. p. 109) mit der Trans- 
formation der homogenen Gleichung dritter Ordnung mit vier Veränderlichen 
in die Summe von fünf Cuben in Verbindung eebracht. und daraus Resultate 
abgeleitet. welche mit denen des Herrn Steiner in Einklane stehen. Aber 
die Möglichkeit dieser Transformation. welehe nur aus der Anzahl der Con- 
stanten geschlossen wird. ist an sich nicht unzweifelhaft: um so mehr als. 
wie ich nachgewiesen habe. eine ähnliche Transformation bei den Curven 
vierter Ordnung sich als im Allgemeinen »icht möglich herausstellt. obeleich 
bei derselben Constanten in genügender Anzahl vorhanden sind. Ich werde 
daher die Frage nach den gedachten Polen. indem ich von einem allgemeineren 
Gesichtspunkte ausgehe, abermals aufnehmen, und werde ihre Existenz direct 
beweisen. sowie den Weg sie zu finden aufstellen. wodurch dann zugleich 
das Problem jener Transformation dem Prineipe nach erledigt wird. 
Es stellt sich dabei zunächst eine allgemeine Eigenschaft der Hesseschen 
Fläche dar. welche einen wichtigen Platz unter den schönen Eigenschaften 
dieser Fläche einzunehmen scheint: die Eieenschaft nämlich. dass die einer 
Fläche n'” Ordnung angehörige Hessesche Fläche immer nothwendig 10(n 2) 
*) In der angeführten Abhandlung ist das Problem auf eine Gleichung fünften 


Grades zurückgeführt, deren Aufstellung wesentlich auf der Voraussetzung beruhte, 
dass die Ordnung der Invarianten einer Oberfläche dritter Ordnung immer durch 
theilbar sei. Dies ist, wie sich aus einer kürzlich erschienenen Abhandlung des Herrn 
Salmon ergiebt ( Proceedings of the Roval Society of London 1800 pag. 229), unrichtig; 
die Gleichung Ei daher auf die angegebene Art nicht gebildet werden. Im gegen- 
wärtigen Autsatze findet sich ein allgemeines Mittel, beliebig viel Gleichungen fünften 
Grades aufzustellen, welche das Problem wirklich lösen. — Ich bemerke noch, dass 
in dem Satze, p. 111 jenes Aufsatzes Zeile 10 v. u. immer der Ausdruck ‚Kegel“ 
statt „Oberfläche mit einem Knotenpunkt‘ ‘ gebraucht ist. Der betreffende Satz muss 
so lauten: 

Soll die erste Polare einen Knotenpunkt haben, so muss der Knotenpunkt auf der 
Determinantenfläche liegen, der Pol aber auf einer anderen Fläche (2 = 0). Liegt so- 
dann der Pol insbesondere en auf der Fläche u—0, so liegt der Knote npunkt auf der 
Berührungseurve von J=0, F—=V0. 


Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 3. 25 
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Knotenpunkte von ganz bestimmter Natur besitzt. Ihr entspricht eine andere, 

bisher nicht betrachtete Fläche, welche immer ebensoviel gerade Linien enthält. 
Der Rest der Abhandlung beschäftigt sieh mit der Auflösung der Glei- 

chung zehnten Grades, durch welche jene Knotenpunkte für Oberflächen dritter 


Ordnung bestimmt werden; was dann von selbst auf die fragliche Transfor- 


malion leitet. 


g. 1. 
Ueber Knotenpunkte der Polaren und die zugehörigen Pole. 
Es sei #—=0 die Gleichung einer Oberfläche x" Ordnung, x eine 
homogene Function von .ır,. X. 23, %,.  Bezeichnen wir ferner durch «; und 


#4;; die ersten und zweiten Differentialquolienten von x, so ist die Polare eines 


IK 


Punktes Yı. Y>» Y5. 44 die Oberfläche (2 — 1)" Ordnung 


1) yatyaı pn yu — Ö; 
und die Bedingung. dass diese Polare im Punkte x einen Knotenpunkt habe. 


ist dargestellt durch das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen 


—_ 
Ä 


Yılkıld Yallıa  Ylız tr Yadıy = Ö. 
2 \ \Yıklıı Ya Ylız 7 Yıdız = 0, 
r “ 

Yıkkzı Yallzı | Ylzz TYılzı = 0. 

Yan Pla Yla Ya = 0. 


Hieraus ergiebl sich der bekannte Satz, dass die Knotenpunkte solcher Polaren 
immer auf der Hesseschen Fläche 

(3.) 1-0 
lieven. so wie umgekehrt, dass jeder Punkt dieser Fläche als Knotenpunkt 
einer Polare anzusehen ist. 

Die zugehörigen Pole liegen auf einer anderen Fläche, welche durch 
Elimination der x aus den Gleichungen (2.) entspringt. Ihre Gleichung sei 
ei Bea 
dieselbe ist von der 4{»--2)’"” Ordnung. Denn das Eliminationsresultat is! 
von der (2 2)" Ordnung für die Coefhieienten jeder der Gleichungen (2.). 
also von der 4/»--2)°"" für sämmtliche Coeffieienten,. und von derselben Ord- 
nung für die Grössen 4. welche in diesen Coelfficienten auf lineare Weise 
enthalten sind. Nach den Bezeichnungen des Herrn Steiner würde die Fläche 


(3.) Kernfläche, die Fläche (4.) conjugirte Kernfläche zu nennen sein. (Vergl. 


dieses Journal Bd. 47. p. 4). 
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Die Gleichung (4.) kann man für die Flächen dritter und vierler Ord- 
nung leicht bilden. Für die Flächen dritter Ordnung fällt sie mit der Glei- 
chung (3.) zusammen. da in den Gleichungen (2.) alsdann offenbar die y mit 
den x vertauscht werden dürfen. Für die Flächen vierter Ordnung bildet 
man sie leicht analog den Prineipien. welche Herr Hesse im 41°" Bande dieses 
Journals niedergelegt hal. In der That kann immer die Aufstellune der Glei- 
chung (4.) mit der Aufstellung der Bedingung als identisch anzesehen werden. 


unter welcher eine Fläche (»—1)"" Ordnung einen Knotenpunkt hal. Die 
Aufstellung dieser Bedingung für eine Fläche dritter Ordnune x — 0 erforder! 


die Elimination der x aus den Gleichuneen 


Bee ar eat, 


J J 


Nach den von Herrn Hesse auleestellten Sätzen verschwinden aber dann nicht 


bloss .f. sondern auch die ersten Dilferentialquolienten: 


oB 


0. 0, — =0, 


r, or, or, or, 


d. 





Pr A oJ 0.J oJ 
(6.) a : : 


Q) 


welche von der dritten Ordnung sind. Multiplieirt man dann die Gleichun- 
gen (d.) mil X. 72, 2, a, und verbindet die erhaltenen Gleichungen mil 
(6.). so hat man 20 Gleichungen. in welchen die 20 Producte .w,.r,.r,; auf 
lineare Weise vorkommen. Betrachtet man also diese Grössen als einfache 
Unbekannte und setzt die Determinante des Systems gleich Null. so ist dies 
die Bedingung. unter welcher die Fläche «= 0 einen Knotenpunkt hat. Die 
erhaltene Gleichung ist in der That von der Ordnung 16--4.4 32 für die 
Coefficienten von a, wie es sein muss. Selzi man in dieser Gleichung für 
die Coeffiecienten von a die linearen Ausdrücke in den y, welche die Coef- 
fiienten der Gleichung (1.) bilden, so erhält man die Gleichung 2-0. 
welche gesucht wurde. für die Flächen 4" Ordnung. 


g.2. 
Ueber diejenigen Knotenpunkte, welche unendlich vielen Polaren gemeinsam sind. 


Unter den mit einem Knotenpunkte begabten Polaren giebt es insbesondere 
gewisse Schaaren. deren Knotenpunkte in einen einzigen Punkt zusammen- 
fallen; während zugleich die zugehörigen Pole eine gerade Linie bilden. Dies 
geschieht immer, wenn die Werthe der x so gewählt werden. dass die Glei- 
chungen (2.) in Bezug auf die y sich auf zwei von einander verschiedene 
25 * 
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Gleichungen reduciren. Der Pol y liegt dann, da seine Coordinaten nur zwei 
linearen Gleichungen zu genügen haben. im Durchschnitt zweier Ebenen an 
beliebiger Stelle, und man hat also unendlich viel Polaren, welche sämmtlich 
in einem Punkte x einen Knotenpunkt haben. Für einen solchen Punkt r 
müssen aber. ausser 4. auch sämmtliche Unterdeterminanten von 4 ver- 
schwinden; oder es müssen gleichzeitig die 10 Gleichungen 
7.) I, = 0 

erfüllt sein. wo 4;, die dem Element «,, entsprechende Unterdeterminante 
bedeutet. 

Ich werde im Folgenden zeigen. dass man in der That den Glei- 
chungen (7.) immer gleichzeitig genügen kann, und zwar durch 10(» —2)' 
verschiedene Werthsysteme. Es giebt also ebensoviel Punkte in Z=0, welche 
Knotenpunkte von unendlich vielen Polaren werden: und es ist zu bemerken. 
dass diese Punkte zugleich Knotenpunkte auch von Z=0 sind; denn für die- 
selben ist offenbar 


N 
EEE 
Or. u vw uvy* "urı y) 

2 


welches auch der Index i sein mag. Diesen Knotenpunkten entsprechen eben- 
soviel Gerade, in welche sich die zugehörigen Pole ausbreiten; und diese 
Geraden liegen daher auf der Fläche 2 — 0. Man hat sonach folgendes 
Theorem: 


Theorem 1. 

Die Fläche 4(n— 2)" Ordnung J—VÖ. in welcher sämmtliche Knoten- 
punkte von Polaren liegen, die aus einer Fläche n’” Ordnung entspringen. 
enthält selbst 10 (n— 2)’ Knotenpunkte; jeder dieser 10 (n— 2)’ Punkte kann 
Knotenpunkt von unendlich vielen Polaren werden, und die zugehörigen 
Pole bilden 10(n— 2)’ Gerade. Alle Pole aber, deren Polaren einen 
Knotenpunkt haben, liegen auf einer Fläche A(n— 2)" Ordnung 2 —V: 
und diese enthält also nothwendig jene 10(n— 2)’ Geraden. 


&. 3. 
Ueber die Anzahl derjenigen Punkte, welche Knotenpunkte von unendlich vielen 
Polaren werden. 


Da es von vorn herein keineswegs feststeht, ob die 10 Gleichungen (7., 


überhaupt eine gemeinschaftliche Lösung zulassen. so kann man die Unter- 
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suchung dieser Gleichungen in der Weise führen, dass man zuerst die ve- 
meinschaftlichen Lösungen von irgend dreien derselben untersucht. und sodann 
diejenigen. welche diesen Gleichungen eigenthümlich sind. von denjenigen 
scheidet, welche auch den übrigen Gleichungen des Systems zukommen, und 
also der vorliegenden Frage angehören. 

Ich betrachte daher zunächst die drei Gleichungen 

Be u u, =, 

welche sämmtlich Oberflächen von der 3(»r—2)" Ordnung darstellen. und 
also im Ganzen (3(n—2))’ = 27 (n-— 2)’ Schnittpunkte ergeben. In Folge 
der bekannten Gleichungen. denen die Unterdeterminanten zu genügen haben. 
ziehen die Gleichungen (8.) die folgenden Systeme nach sich: 


;’ 


U As tt du 4. 4, Spt UA VO. 
. \ E. HuaJı =, ) N u 4; Hu I. 1 d, 
(a.) (b.) 

4; It ua Aa 0. Kae Hu; Ia=V,. 

4,43, + Ua Jgı = 0. u Aa UI VÖ. 


Diese Gleichungen können im Allgemeinen nicht anders bestehen. als wenn 
(9.) I — 0, I; 2 0, Au — 0. Iso _— 0. I - Ü. 


Aber hievon bilden die Fälle eine Ausnahme, in welchen jedes der Svsteme 
a, b sich auf zwei Gleichungen zur Bestimmung von 4, Sy. In. In re- 
dueirt. bei deren einer wenigstens rechts nicht Null steht. Dies kann. wie 
man sogleich sieht, nur der Fall sein, wenn 


(10.) 3=0, u=0, uu=V0. 


wodurch die letzten beiden Gleichungen sowohl in a als in 5 identisch ver- 
schwinden. Bei jeder anderen Annahme wird man mit Nothwendigkeit zu der 
Gleichung 4=0 geführt, und hiedurch zu einem zweiten Ausnahmefall, wo 
nämlich 7 verschwindet, und zugleich jedes der Systeme a. b sich auf eine 
einzige Gleichung reducirt. Dies geschieht immer, wenn man eine Grösse A 


so bestimmen kann. dass 


ee = Alu 

Us 2 N Un “ 
(11.) 

| Ur; — Ally; . 

u, = Älu- 


Man hat also unter den gemeinschaftlichen Lösungen der Gleichungen (8.) 
folgende drei Classen zu unterscheiden: 
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I. Es bestehen die Gleichungen (10.). welche (a —2)’ Systeme 


Lösungen haben. 


| 


| 
My Us Us) 
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von 


Alsdann sind in der That die Gleichungen (8.) erfüllt. da 


Hr U Un 


Hz My My: 


U U U, 





Aber es verschwinden nicht sämmtliche 4, sondern alle übrigen 7;, bleiben, 


wie man sich leicht überzeugt. im Allgemeinen von Null verschieden. In 


der That kann man das gleichzeitige Bestehen sämmtlicher Gleichungen (7.) 


dadurch ausdrücken. dass der Ausdruck 


| 
Mıı 


‚Ms 


13.) 0 = 


Hz 


U; 


+1 


| 
| 
| 
Yı 


Ha 
Un 
U, 


JI- 


Ua 


9: 


U; 
U; 
U;; 
U; 


Y; 


Hy 
Hr 
U; 
TR 


Yı 


Yı) 
VER 





für alle Werthe der y verschwinden soll. Beim Bestehen der Gleichungen (10.) 


aber ist 





U Ur Us Ua Yı 
| U Un U Ur Ya 

OO = |% U 0 09 |. 
Yu a 0 0 


Yı RB » 4 0 
Die 


Gleichungen (10.) geben also keine dem Systeme (7.) gemeinsame Lösung. 


wo im Allgemeinen nur die Coeffieienten von yı. 9, Yı9Y,. verschwinden. 


Auch überzeugt man sich leicht, dass die Lösungen der Gleichungen (10.) 
den Gleichungen (8.) nur einfach angehören, indem zwischen den Differentialien 
der Grössen Sy, Sr, Sa» keine Beziehung obwaltet. Es wird nämlich. die 


Gleichungen (10.) vorausgesetzt: 


dA, = 204403 du, — u, dus — u; du. 
dAa = 2,90, du, — u,duy — u, duy, 
dA: = (UaU3 + Utz) du — Ur, At — Ur du. 


Die Determinante der rechten Theile ist 


(Uız 24 — Un; 44)" . 
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> 
ge 


was im Allgemeinen nicht Null ist. Aus 
HI, =0. ddn=0, dI,=0 


folgt also 
du, =V, du„=V, das =O, 


und also geben die Gleichungen (10.) nicht mehrfache Lösungen von (8.). 
wenn die Gleichungen (10.) nicht selbst Doppellösungen enthalten. Dies zeigt, 
dass die Gleichungen (10.) im Allgemeinen nicht mehr als (»— 2)" Lösungen 
der Gleichungen (8.) repräsentiren können. 

2. Es bestehen die Gleichungen (11.). In diesem Falle verschwinden 
ausser Su» So. A, noch einige andere Unterdeterminanten. nämlich 


de de A 


> 


und nur L,,. Sy, IS, bleiben von Null verschieden. Auch diese Lösungen 
gehören also nicht dem ganzen Systeme (7.) an. Eliminirt man aus (11.) die 
Grössen 2). X. X, 7, SO bleibt eine Resultirende. welche für die Coelfli- 
eienten jeder der Gleichungen vom (»—2)’"" Grade. und also für die Coel- 
fieienten von x, also auch für 4, vom 4(»-—-2)'"" Grade ist. Die Gleichun- 
gen (11.) ergeben also 4(r— 2)’ Werthsysteme der x. Aber dieselben kommen 
den Gleichungen (8.) nicht einfach sondern mehrfach zu. Bildet man nämlich 
die Differentiale von JS... Sa. Sp. was elwa geschehen kann. indem man in 
0 die Grössen 95, Y, durch Null ersetzt. so dass 


= —tIuyıt Sept 2Asyıy: | 


wird. und dO bildet, so kommt mit Hülfe der Gleichungen (11.) 


My: 4 dus Uu Yı Mı Mn MM dus MY, 
DR Un dus Ur MW lı Un Un Aa Ma} 
| 

do I Up U: Ua O4 Ya du da 0 
vr. tp AM Aa VB! ja An U; du, O 


‚en en SE DEE er SE EEE 








'%ı %n dia; 4 Yı a Bi Yı 
br Un da U Ya) | Un U da Y: 
= My Mn day U Vita Ma U; dd VÖ 
0 0 dus- a 0 0,1000 daw- Zu 0 
PP ee er = 72 Pr 0 
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Hıı Un U; Yı 


) r du,, ’ dn,, | Aaı U Mrz Y>| 
du u > Tr .. —_ .| R 
! + 3 fl | | 
IM Mn My 0 

| 
Yı » 0 0 
Da hier der erste Factor von den y unabhängig ist, so sieht man. dass die 
Differentialien von I. Sa. Sn. wenn die Gleichungen (11.) bestehen, sich 
nur durch einen Factor unterscheiden; oder dass die Oberflächen 

I 0. 41 = 0. In = N) 


in jedem durch das bestehen der Gleichungen (11.) herbeigeführten Schnitt- 


punkte eine gemeinsame Tangentenebene haben. 


s. 4. 
Ueber die Anzahl von Schnittpunkten, welche in einem Berührungspunkte dreier 
Oberflächen zusammenfallen. 

Es entsteht hier die Frage, wie viel Schnittpunkte dreier Oberflächen 
durch einen gemeinsamen Berührungspunkt absorbirt werden. Zur Lösung 
dieser Frage gelangt man einfach auf folgende Weise. 

Ich denke mir ein beliebiges dreiaxiges Coordinatensystem, lege den 
Anfangspunkt in den Berührungspunkt, und nehme die gemeinsame Tangenten- 
ebene zur Ebene der x. Sodann suche ich, wenn «=0, ve =0, #=0 die 
Gleichungen der gegebenen Oberflächen bedeuten, diejenigen Schnittpunkte, 
welche in der unmittelbaren Nähe des Anfangspunktes liegen, oder diejenigen 


Lösungen jener Gleichungen. für welche r, y, 3 sehr kleine Werthe erhalten. 





Mit Rücksicht hierauf aber kann man sich offenbar #, *, w in der Form 











denken: 
\" Hin f (Be, Y, 2) t-e0% 
(14.) (v = z+Ypla,y,3)+- 





wo f, g, % homogene Funelionen zweiter Ordnung von x, y, 3 bedeuten, 
und wo die höheren Ordnungen vernachlässiet sind. Bildet man hieraus die 


homogenen Gleichungen zweiter Ordnung: 


fg d. [-v=0, 


u ’ y 23 
so erhält man offenbar vier Werthe von > und eine der Gleichungen 


(14.) giebt sofort x auf lineare Weise. 





ee 
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Die Substitution aber der Ausdrücke (14.) für #, v, w bedeutet nichts 
anderes, als dass man für die drei Flächen drei Flächen zweiter Ordnune 
setzt. welche denselben möglichst nahe kommen. Nun schneiden sich drei 
Flächen zweiter Ordnung in acht Punkten, während so eben nur vier Schnitt- 
punkte gefunden wurden, deren Coordinaten von Null verschieden sind. Die 
vier übrigen Schnittpunkte müssen also in den Berührungspunkt gefallen sein 
Diese letzteren kommen aber auch den ursprünglichen Oberflächen zu: und 


man hat also den Satz: 
Theorem 2. 
In einem Berührungspunkte dreier Oberflächen fallen im Allgemeinen 


vier Schnittpunkte derselben zusammen. 


Fortsetzung der Untersuchung des 8.3. 

Ich nehme jetzt den Gang der früheren Betrachtungen wieder auf. Es 
ist oben bewiesen, dass die Oberflächen 1,=0. In =0. Ia=0 An— 2)’ 
gemeinsame Schnittpunkte haben. welche den Gleichungen (11.) entsprechen. 
Aber diese Punkte sind zugleich gemeinsame Berührungspunkte der Oberflächen, 
und gelten also für je vier Schnittpunkte. Die Gleichungen (11.) vertreten 
also 16 (»—2)* Schnittpunkte der Flächen /,=0, I» =0, Ay =0. 

Als Corollar zu diesen Untersuchungen kann folgende Bemerkung 
dienen. Durch eine Coordinatentransformation gehen die Ausdrücke 4,,. I. 
4A. in folgende Formen über: 

=>4I,pP;Ppı> =>41,0:9; =2>241,p:g; 
wo die p, g beliebige Constanten bezeichnen. deren Werthe von der gewählten 
Transformation abhängen. Man hat also für diese Flächen den Satz: 


Theorem 3. 
Die drei Flächen 3(n—2)'” Ordnung 
z24,ppr = 0. 
z24I,44 =d. 
z>1,.ph =V%. 
in welchen die p, q irgend welche Constanten bezeichnen, berühren sich 
jederzeit in A(n—?2)' Punkten. 
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Dies Theorem hat auch eine einfache geometrische Bedeutung. Nimmt 
man die Polare des Punktes y in Bezug auf die Polare des Punktes 3, so 
gelangt man zu der Fläche »—2'" Ordnung: 

(a) Zu ya = 0, 
welche man die zweite Polare von y und z, oder. wenn beide Punkte zu- 
sammenfallen, die zweite Polare dieses einen Punktes nennen kann. Rückt 


nun y auf der Ebene 


P= pıYyıt Prey: + PsYs+ Pıyı = 0. 
z auf der Ebene 
VO = Matt (0, 
so kann man den letzteren Punkt, indem der erstere beliebig bleibt, stets so 
wählen. dass die Oberflächen (a.), welche bei beliebigen. unendlich kleinen 
Verschiebungen von y, z entstehen, sich sämmtlich in den nämlichen Punkten 
x durchschneiden. Die Punkte x beschreiben dann die Fläche 3(» —2)'" 
Ordnung 
=24,p nk =d, 
und man kann sie die zweite Polare der beiden Ebenen P und O0 nennen. 
Fallen P und Q zusammen, so erhält man die zweite Polare von P, indem 
man auch y immer mit 3 zusammenfallen lässt. 
In Rücksicht auf diese Bezeichnung kann man aus dem ersten und 


dritten Theorem folsendes ableiten: 


Theorem 4. 

Die zweite Polare einer Ebene P, die einer Ebene O0 und die 
zweite Polare beider Ebenen gehen erstlich immer durch 10 (n— 2)’ be- 
stimmte Punkte, die Knotenpunkte von I=V0; sie berühren sich zweitens 
immer in A(n— 2)’ Punkten. 

Nach einem bekannten Determinatensatz findet sich ferner leicht. dass die 
zweite Polare von P die Hessesche Fläche berührt; ebenso die zweite Polare 
von Q: und dass die zweite Polare von P und Q durch beide Berührungs- 
curcen hindurchgeht. 

Es bleibt endlich der letzte Fall des $. 3 zu betrachten übrig. 

3. Es finden weder die Gleichungen (10.) noch die Gleichungen (11.) 


statt. In diesem Fall geben die letzten Gleichungen der Systeme («.), (b.) sofort: 


I; —V, In = BO, Iua=V$, I, =V$, 





TR 
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also auch 4=0. In Folge dessen kann man aber den Systemen (a.). (b.) noch 
die Gleichungen hinzufügen: 


U; Az tu Aa — 0, U; Ia tu Iu—=O, 

Az tun Asa =O, U Ist un Ia—0O. 
Da nun weder die Gleichungen (10.) noch die Gleichungen (11.) bestehen sollen, 
so folgt hieraus nothwendig: 


I;; pe 0, AI;; - 0. Ay nn 0. 
Es ist also bewiesen, dass für alle Lösungen der Gleichungen 
I = Ay —(, I u 


welche nicht aus den Gleichungen (10.) oder (11.) hervorgehen, sämmtliche 4;, 
verschwinden. Es war aber die Gesammitzahl aller Lösungen 27 (n-—- 2)’. die 
der aus (10.) entspringenden (2 — 2)’, die der aus (11.) entspringenden 16 (n—2)°. 
Sonach bleibt als Anzahl der gemeinschaftlichen Lösungen der Gleichungen 
Ay—=d: 

27 (n— 2) — (n—2)’—16(n—2)' = 10(n —2)°. 


Hierdurch ist das Theorem 1. bewiesen. 


$. 6. 
Bildung der Gleichung zehnten Grades, von welcher bei den Oberflächen dritter 
Ordnung die Aufsuchung der 10 Knotenpunkte abhängt. 


Es ist sehr leicht für Oberflächen dritter Ordnung die Gleichung zehn- 
ten Grades wirklich aufzustellen, von welcher die Aufsuchung der betreffenden 
10 Knotenpunkte abhängt. Hierzu führt die Aufstellung derjenigen zugehörigen 
Form, welche gleich Null gesetzt, das Product der Gleichungen jener Knoten- 
punkte in Ebenencoordinaten darstellt. 

Es seien ®,. ®, ®. ©, die Coordinaten einer, durch einen der 10 
Knotenpunkte &,, 2, &;. x, gelegten Ebene. Dann ist immer 

15.) +9: +5 +0%2, =. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit den zehn Quadraten und Producten der x, 
so erhält man 10 Gleichungen, welche linear sind in Bezug auf die 20 Pro- 
ducte z;2,x,. Für dieselben Grössen linear sind aber auch die 10 Gleichun- 
sen 4,.=0. Eliminirt man also aus diesen 20 Gleichungen die 20 Unbe- 
kannten z;x,x,, so ist die resultirende Determinante die gesuchte Gleichung 


IN ©. ©, ©, ©, Welche das Product der Gleichungen aller 10 Knotenpunkte 
26 * 
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darstellt. Der linke Theil der Gleichung ist eine zugehörige Form zehnter 
Ordnung von x und nothwendig in 10 lineare Factoren auflösbar. Es ist 
möglich, dass die gedachte zugehörige Form noch eine Invariante achter oder 
sechzehnter Ordnung als Factor enthalte, worüber hier nicht entschieden wer- 
den soll. 

Setzt man aber 


vs =a+4b, m =a+Ab, = -+Ab, 9%, =a,-+Ab,, 
wo die a, b beliebige Constanten bezeichnen, so geht die soeben aufgestellte 
Gleichung in eine Gleichung zehnten Grades für 4 über. Da zugleich aus 


(15.) folgt: 
a2, +0,27, +4,2,+4a%, 





4 BEN VORN | Si iv) 
b,z,+b,2,+b,2,+b,e, 


so hat 4 eine einfache geometrische Bedeutung; es ist 4 proportional dem 
Verhältniss der Abstände des gesuchten Knotenpunktes von zwei beliebig ge- 
wählten festen Ebenen, welche durch die Gleichungen 
a8 + + +a,r, =, 
bc +b.+b,2,+b,x, = 0 
dargestellt sind. 
Diese Gleichung ist mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades auflösbar. 


$. 7. 


Ueber die besondere Lage dieser Knotenpunkte und der entsprechenden Geraden. 
Das Steinersche Pentaeder. 

Herr Steiner hat im 55°" Bande dieses Journals auf die besonderen 
Verhältnisse aufmerksam gemacht, denen diese 10 Knotenpunkte unterworfen 
sind. Auf dieselben Resultate bin ich sodann in der angeführten Abhandlung. 
von der Transformation in die Summe von fünf Cuben ausgehend, gekommen. 
Ich werde aber im Folgenden eine einfache analytische Ableitung der be- 
trellenden Sätze geben. welche sich auf keine angenommene Transformation 
stützt. sondern direct von den Gleichungen (2.) und (7.) ausgeht, deren Zu- 
lässiekeit nachgewiesen wurde. 

Zunächst fallen für z»=3 die Oberflächen /=0 und 2=0, wie schon 
in $. I bemerkt wurde, zusammen. Die Oberfläche vierter Ordnung J = V 
enthält also nicht nur jene 10 Knotenpunkte, sondern auch die 10 Geraden, 


in welchen die diesen Knotenpunkten entsprechenden Pole liegen können. Aber 


die 10 Geraden erhalten noch eine weitere Bedeutung. 
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Es bezeichne x’ einen der 10 Knotenpunkte. Die Gleichung der Polare 
eines solchen Knotenpunktes ist dann 


SZ u, 8;%, === 0. 


wo %, den Ausdruck bezeichnet, in welchen «,, durch Einführung der Coor- 
dinaten x’ übergeht. Diese Polare ist ein Ebenenpaar, da die aus den «,, zu 
bildenden Parlialdeterminanten sämmtlich verschwinden sollen. Man kann also 
immer setzen: 


Ir u,a;0, == (0,04 OK, 030; +4,2) PA +28; + 323 | 4). 
Für die Schnittlinie des Ebenenpaares verschwinden offenbar die Differential- 
quotienten des linken wie des rechten Theils nach sämmtlichen x genommen. 
Man hat also gleichzeitig die vier Gleichungen: 

16.) at; +; tun, = 0, 
welche sich nothwendig auf nur zwei von einander verschiedene redueiren. Dies 
sind aber die Gleichungen der dem Knotenpunkte x’ entsprechenden Geraden ; 


und so hat man den von Herrn Steiner aufgestellten Satz: 


Theorem 95. 
Für eine Fläche dritter Ordnung zerfällt die Polare jedes der 10 
Knotenpunkte der Hesseschen Fläche in ein Ebenenpaar; und die Schnitt- 
linie der Ebenen ist die nämliche Linie, auf welcher der Pol liegen muss, 
damit seine Polare einen Knotenpunkt in jenem Knotenpunkte der Hesse- 
schen Fläche habe. 
Ich werde jetzt zeigen, dass auf den Geraden abermals Knotenpunkte 
von J=0 liegen. Man kann die Frage stellen, ob, wenn x’ einen der 10 
Knotenpunkte darstellt, der durch die Gleichungen (16.) nicht völlig bestimmte 
Punkt x sich weiter so bestimmen lässt, dass für ihn selbst sämmtliche ,;, 
verschwinden, oder dass für ihn der Ausdruck © in (13.) unabhängig von den 
Werthen der y gieich Null sei. Um dies zu untersuchen, multiplieire ich die 
symmetrische Determinante 
Hı Mr WM: Ur JYı 
Ur Un U Ur Ya 
0 = Mn U MU; U Is 
Ya Be U Me Ya 


ie if 
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mit dem Quadrate der Determinante: 











sn 5 u 0 
Pı m pp pP 0 
D=-q41 6% |, 
nn nn rn od 
00001 


wo die Grössen p, q, r beliebige Constanten bezeichnen, für welche D nicht 
verschwindet. Das Resultat kann dann bekanntlich wieder in der Form einer 


symmetrischen Determinante geschrieben werden, wie Herr Hesse gezeigt hat. 


Setzt man der Kürze wegen 
Upg 


Y, 


(17.) 


—= Zruupigks 
Yıpı +92 Ps + Y3P3 + Yıpı, 


u. S. W. 


so bemerkt man, dass a,... und #,., etc. wegen der Gleichungen (16.), die 


auch in der Form 


! ! / ! 
0 = ur + MR + Urt Ur, 


geschrieben werden können, verschwindet; und man erhält: 














0 0 °d 9 Ya 
x 

0 Upp Up Up % 

IR 

9.D =|0 u, 4, Ur 
BEE SE RE er 

Ye % Y Yr © 

Up Bo, Uor 

en 2 | | 

= — (Yo) | U or|‘ 

[Up Ur Ur 


Die Gleichungen (16.) vorausgesetzt, sind also sämmtliche Gleichungen 
A;,=0 erfüllt, wenn die eine Gleichung 





Un U, Apr 
(18.) WE GE 
br Ur Ur 








für irgend welche Werthe der p, g, r besteht. 


Eine Gleichung aber kann 
neben den zwei durch (16.) dargestellten Gleichungen sehr wohl erfüllt wer- 
den; und da die letzten Gleichungen für die x linear sind, (18.) aber von 
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der dritten Ordnung, so giebt es drei Werthsysteme, welche diesen Glei- 


chungen genügen. Auf jeder der 10 Geraden giebt es also drei Knoten- 
punkte. Man bemerkt zugleich, dass in Folge der Gleichungen (16.) x’ auch 
auf der dem Knotenpunkt x entsprechenden Geraden liegen muss: mithin auf 
allen drei Geraden, welche den aus den Gleichungen (16.), (18.) bestimmten 
Punkten x entsprechen. Und so hat man das von Herrn Steiner herrührende 
Theorem: 

Theorem 6. 

Jede der 10 Geraden geht durch drei der 10 Knotenpunkte hindurch, 
und der zu der Geraden gehörige Knotenpunkt liegt im Schnitt der drei 
Geraden, welche den gedachten drei Knotenpunkten entsprechen. 

Man kann dabei bemerken, dass im Allgemeinen niemals einer der 10 Knoten- 
punkte selbst einer derjenigen Knotenpunkte ist, welche der ihm entsprechenden 
Geraden angehören. Denn wäre etwa x’ ein solcher Knotenpunkt, so könnte 
man in dem vorhergehenden c= x’ setzen. Dann aber redueirten sich die 
Gleichungen (16.) auf | 
u; —=Q, 
d. h. die Oberfläche dritter Ordnung müsste selbst einen Knotenpunkt haben. 
Und ferner: Es kann niemals eine der 10 Geraden zugleich einen Knoten- 
punkt und einen derjenigen Punkte enthalten, welche auf der ihm entsprechen- 
den Geraden liegen. Dies Letztere sieht man folgendermassen ein: Sei einer 
der Knotenpunkte bekannt, so wie die ihm zugehörige Gerade. Man kann dann 
das Coordinatentetraeder so wählen, dass für den Knotenpunkt x, =, = 2, —-0, 
für die entsprechende Gerade 2,=#,=0. Nun kann man ferner die Glei- 
chungen 
I = 9 
erselzen durch die 10 Gleichungen 
(19) ur = ;Pr+P;a, 
wo die «, P Constante bedeuten, und 
+: m +; +0, =, 
Pı@ı + Par 303; + PX, = 0 
die Gleichungen der Ebenen sind, in welche die Polare des aus (19.) ge- 
[undenen Knotenpunktes zerfällt, und deren Durchschnitt die ihm entsprechende 
Gerade ist. Für die vorliegende Annahme muss man also haben 


Gj "— 162) I Pi - Pr Zn 0, 
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und hienach führen die Gleichungen (19.) auf die weiteren Bedingungen, welche 
der gewählten Lage des Coordinatensystems entsprechen: 
Ua = Urn I Ur = U = Urn = May = dry = OÖ 
ta = 20; ß;, Ya = 2, Dar 
Uz4 — 03 P; + 04; . 

Sucht man jetzt die auf der Linie 2,=0, x,=0 gelegenen Knotenpunkte, 
so findet man dieselben sofort (indem alle anderen 4,, zusammen mit %,, %4. 
Hz4s U verschwinden) aus der cubischen Gleichung: 


AnFı ln Unrdı Fltn dk, UydCıt Una 





I 
| 

Iua=0= KLTE tur Mmndı und Uadıt Wr]; 
Mal ll U t U Ur Cı 4 Un; Ra 


was zur Bestäligung des Vorhergehenden hier angeführt sei. Soll aber eine 
der zehn Geraden einen der aus dieser cübischen Gleichung entspringenden 
Punkte mit dem Knotenpunkt z#,=0,. =0, r,=0 verbinden, d. h. soll 
einer der dieser Gleichung entsprechenden Punkte (x) auf der zu einem der 
andern (x) entsprechenden Geraden liegen, so muss man die Gleichungen 
haben (nach (2.)): 


Und tn (Orr t+ RX) + WR; =(, 
+ Un (+) Hua = 0, 
Ay Cıt Up (E84 2%) + Un, 2% — 0 


oder 





Uzı Un Mo | 


was im Allgemeinen nicht erfüllt ist. 

Die angeführten Bemerkungen gestatten nun eine genauere Einsicht in 
die gegenseitige Lage der 10 Punkte und der 10 Geraden. Auf den durch 
irgend einen Knotenpunkt a gehenden Geraden liegen im Ganzen 7 Punkte. 
Nach dem Vorigen kann die zu a gehörige Gerade «& keinen dieser 7 Punkte 
enthalten, sie enthält also die noch übrigen drei Punkte b, ec, d. Diesen 
Punkten mögen in derselben Folge die durch a gehenden Geraden ß, y, 0 
entsprechen. Durch b, ce, d gehen noch je zwei andere Gerade, welche noth- 


wendig zu zweien auch durch die ausser a auf P, y, 0 liegenden Punkte 
eehen. Aber die durch 5 gehenden Geraden. welche den auf £ liegenden 
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Punkten entsprechen, dürfen nicht die Linie 3 selbst treffen; jede dieser 
Geraden geht daher durch einen Punkt in y und durch einen in d, dergestalt, 


uw 































dass beide zusammen beide Punkte von 7 und beide Punkte von Ö treffen. 
Ebenso müssen die durch e gehenden Geraden die Punkte von 3 und d, die 
durch d gehenden die Punkte von 3 und y treffen. Man bemerkt, dass auf 
diese Weise drei vollständige Vierecke entstehen, gebildet aus je zweien der 
Geraden /, y, Ö und aus je einem der durch b, e, d gehenden Paare. Ausser 
diesen existiren noch zwei vollständivee Vierecke in der Figur: sie eehen 
durch «, und enthalten von den durch 5b, ec, d gehenden anderen Geraden immer 
je eine. Die Ebenen dieser fünf Vierecke bestimmen völlig die Figur; und 
sie geben sofort den Satz von dem Steinerschen Pentaeder : 
Theorem 7%. 

Die 10 Knotenpunkte sind die Ecken eines vollständigen Pentaeders, 
und die 10 Geraden die Kanten desselben; und zwar so, dass einem 
durch drei Ebenen bestimmten Punkte diejenige Gerade entspricht, welche 
durch die anderen beiden Ebenen bestimmt wird. 

Dies Theorem dient unter Anderem dazu die verschiedenen Fälle zu 
erkennen. welche bei der Gleichung zehnten Grades in Bezug auf die Realität 
der Wurzeln eintreten können. Die fünf Pentraederflächen sind. die Coefli- 
cienten von a als reell vorausgesetzt, entweder sämmtlich reell. oder es sind 
zwei derselben conjugirt imaginär oder endlich zwei Paare conjugirt imaginär. 
Demnach sind von den Pentaederecken entweder alle reell oder vier reell 
oder zwei reell; dasselbe gilt von den entsprechenden Kanten. Bei den 
Wurzeln der Gleichung zehnten Grades können daher auch im Allgemeinen 
keine anderen Fälle eintreten, als dass alle reell sind oder vier oder endlich 
zwei derselben. 

Bezeichnet man, wie ich früher gethan, die Ebenen durch 1, 2, 3, 4, 5. 
ihre Schnittlinien durch je zwei, ihre Schnittpunkte durch je drei Zahlen, so 
hat man demnach folgende Punkte und entsprechende Geraden: 

123 124 125 134 1935 145 234 235 245 345 

5 353 34 93 24 3 15 1 13 IP22. 


$. 8. 


Eigenschaften der Gleichung zehnten Grades. 


Die im vorigen Paragraph ausgesprochenen Sätze enthalten ebensoviel 
Eigenschaften der Gleichung zehnten Grades, welche in $.6 aufgestellt ist. 
27 
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Die Wurzeln dieser Gleichung seien, dem Vorigen entsprechend, durch 


722 12 2 „134 7135 145 234 7235 7245 7345 
en ee Er j. h A 


9 y) 
bezeichnet. Zwischen diesen Wurzeln bestehen dann gewisse Beziehungen, 
welche leicht zu entwickeln sind. 


Die in $. 6 aufgestellte Gleichung vom 10'” Grade sei 
20.) Fü)=Vd. 
Aus dem System, dessen Eliminationsresultante F ist, folgt aber zugleich 


1) umn=fi(l, mh, ;—=hll, um=fı(h), 
wo u einen unbestimmten Factor bedeutet, der für jeden der 10 Punkte 
einen anderen Werth erhalten kann. Die Functionen f kann man immer so 
wählen, dass sie ganz und vom 9% Grade für 4 sind, so wie endlich, dass 
sie der identischen Gleichung genügen 


F= af taf+mßh+wf)+rbfitbfh+bh-+bufi)>» 
was übrigens für das Folgende unerheblich ist. 


Seien nun 4, A’, 4” Wurzeln, welche drei auf einer Geraden liegen- 
den Punkten angehören, 4 die Wurzel, welche dem der Geraden entsprechen- 


den Punkte angehört. Es ist oben gezeigt, dass dann zwischen den zu einem 


„ 4 


der 4, 4”, A 
stattfinden. deren Coefficienten nur von den zu 4 gehörigen Coordinaten ab- 
hängen. Verbindet man etwa die zu 4 gehörigen drei Gleichungen mit der 
Gleichung 

0 = (am +++ %)+% (ba +b+b,2;+b,<,) 
und eliminirt x). 2, 25. x,, so erhält man für A’ eine ceubische Gleichung, 


2 „m 


deren Wurzeln offenbar 4, A’, #” sind. Die Coefficienten der Gleichung 


gehörigen Coordinaten zwei lineare und eine cubische Gleichung 


hängen von den zu A gehörigen Coordinaten oder vielmehr nur von ihren 

Verhältnissen ab, und lassen sich also mit Hülfe der Gleichungen (21.) durch 

) ausdrücken. Man kann also sofort die einfachen und daher überhaupt alle 
" „m 


symmetrischen Verbindungen von 4, #', 4" als rationale Functionen von 4 
darstellen. Und dies giebt den Satz: 


Theorem 8. 
Es giebt 10 Combinationen der 10 Wurzeln der Gleichung (20.) zu 
dreien, dass jede rationale symmetrische Function solcher drei Wurzeln 


sieh durch eine bestimmte vierte Wurzel ausdrücken lässt. 
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Es lässt sich nämlich ausdrücken jede symmetrische Function 


von 47, 2 2%, durch 2%, 
a vw u” a 72» N 
= 2 ) gs zu ai Vs ) i 
1.4 af . f gt Z } 234 
— a Br Er un } 145 j 
rs ze am 225 = „35. 
20 - z- ,? - ” 7 134 . 
s er Er / PR. * } 125 _ 
er Kr f zug / Pr B 7 124 j 
wu ge zu en nur „13 


Dies erlaubt z. B. sofort eine Gleichung 10'" Grades aufzustellen. deren Wur- 
zeln irgend welche derartige symmetrische Functionen sind. Denn wird die 
symmetrische Function, welche beliebig gewählt werden kann. durch @ be- 
zeichnet. so hat man immer 


BR EN el) ie, 
wo w eine rationale Function ist; jede symmetrische Function der 10 Werthe. 
welche g für die obigen 10 Combinationen annimmt, ist also eine symmetrische 
Function aller Wurzeln. und also durch die Coeffieienten der segebenen 
Gleichung ausdrückbar. Man kann daher auch die Coeffieienten einer Gleichune. 
deren Wurzeln diese 10 Werthe sind. durch jene Coefficienten ausdrücken. 
Bezeichnen wir die oben erwähnte cubische Gleichung, deren Wurzeln 


m 


[2 


’ 


." 


„4 waren, durch: 


PN pM)+lw(i)—y(h) = 0. 
so besteht offenbar eine ähnliche Gleichung, welche ebenfalls 4’ zur Wurzel 
hat, für jedes 4, dessen entsprechende Gerade durch den zu A gehörigen 


Punkt geht. Solcher Geraden giebt es drei; sind A, 4,. A, die ihnen ent- 
sprechenden Wurzeln, so hat man also auch: 
P—N"op(h)+Nw(h)—x(h) = 0. 
Rp) HR Wr) = 0. 
Aus denselben bestimmt sich nothwendig 4’ vollständig, da es nur einen Punkt 
giebt, welcher auf den drei zu A, A,, A, gehörigen Geraden liegt. Man kann 


also die vorstehenden drei Gleichungen nach 4, 4”, 4” auflösen, und erhält, 
27" 
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indem man im Zähler und Nenner des Werthes von A’ den Factor 
ERBE RG WER ZU SEE © 


aufhebt: 
2 Ai), 


wo 2 eine rationale symmetrische Function ist. So hat man noch das zweite 
Theorem: 


Theorem 9. 
Jede Wurzel der Gleichung (20.) ist eine rationale symmetrische 
Function von drei anderen. 

Die Combinationen sind die nämlichen wie zuvor. 

Zu diesen Eigenschaften, welche aus der Betrachtung des Pentaeders 
liessen. treten andere, welche nur daraus entspringen, dass immer drei 
Knotenpunkte auf einer Geraden liegen. Es seien x’, x” irgend zwei Kno- 
tenpunkte auf einer Geraden; die Coordinaten des dritten auf derselben Linie 
befindlichen sind dann #x2;+z#"x;. Betrachtet man nun die Function ©, 
welche einen Knotenpunkt charakterisirt, sobald sie unabhängig von den 
Werthen der y verschwindet, so verschwindet offenbar dieselbe sowohl für x’ 
als für ©”, und sie muss endlich auch für z’x'’+z"x” verschwinden. Be- 
zeichnet man also durch ©', ©" die Ausdrücke, in welche © für die ersteren 
beiden Punkte übergeht, so wird die Bedingung dafür, dass © für x’ +z" x" 








verschwinde, 
‚09 EM 
= REDR: TC, dr, +", %, AT dx) 
oder 
oqg" 
&,&, ar 
y' OX,, 
PT 
h 


Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung 10'" Grades, welche diesen Punkten 


entsprechen, so ist also 
ae  *(la©% +0,2%,+40,2%,+42)+%"(a,2, +42,+0,2,+a,2,) 
(ba, +b,2,+b,e, +b,2)+"(ba" +b,2)+b,e)+b, €) 
oqg" og 


In UAmIm» Sr, dx), Be Im: „Ze —r or), 











= 8Q" ® ® ET 
InbmEX In» Pr 2, —— Ö — En 0m m. 2,X, or. 
T, “; 
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Zähler und Nenner rechts sind sowohl in Bezug auf die x’ als auf die x 
homogen vom zweiten Grade. Der rechte Theil ist also als eine symmetrische 
Function von A, 4” darstellbar, und zwar ist sowohl Zähler als Nenner eine 
solche, jedesmal multiplieirt mit 4’—4”, was im Resultat sich aufhebt. Da 


nun jeder Knotenpunkt auf drei Geraden liegt, so ist jede Wurzel dreimal 
als dieselbe symmetrische Function von zwei Wurzeln darstellbar; es ist z. B. 
4"? dieselbe symmetrische Function von 4", 4°, von 4°, 4" und von 2°*, 2%, 
Führt man aber dies in das Theorem (9.) ein, so zeigt sich, dass jede Wurzel 
sich auch noch dreimal als eine andere symmetrische Function von zwei 
Wurzeln darstellt; so A"? als Function von 4”, 2°%, von 4'*, 2° und von 


#®, 4°. Und auf diese Weise hat man also noch das Theorem: 


Theorem 10. 


Jede Wurzel der Gleichung 10'" Grades, welche einem bestimmten 
Knotenpunkte entspricht, lässt sich dreimal als dieselbe symmetrische Function 
solcher zwei Wurzeln darstellen, deren entsprechende Punkte mit dem 
ersten auf einer Geraden liegen; und ferner dreimal als eine andere sym- 
melrische Function zweier solcher Wurzeln, deren entsprechende Punkte 
auf der dem ersten angehörigen Geraden liegen. 


8. 9. 


Auflösung der Gleichung 10!" Grades mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades. 


Aus dem Theorem 8. ergiebt sich die Reduction der Gleichung (20.) 
auf eine Gleichung fünften Grades und die völlige Auflösung der ersten mit 
Hülfe der letzten. 


Es bedeute y eine symmetrische Function mit 4 Argumenten, und sei 
sodann : 


! Yı u p a, 2, 2, m) i 

Y: so p ae a . 2. , 

(22.) Y; u p Ya gg - u : 
Y p {uf e” ge? a i 


13 71294 5134 7234 
Yy = y(MT, UT, NT, 4), 


so dass jedes y nur diejenigen A enthält, in denen der Index des betreffenden 
y selbst nicht vorkommt. 
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Mit Hülfe des Theorems 8. kann man jedes y% transformiren. Be- 
trachten wir z. B. yı. Dies kann man ansehen als symmetrische Function 


1) von 4°, 4°° und zugleich von 4°, 2%, 

2) von 4°, #°% und zugleich von 4°, 2*, 

3) von 4°, 7°® und zugleich von 4°®, 2°, 
Aber nach dem achten Theorem ist jede symmetrische Function von A”*, 
4°, 4° durch 4°, jede symmetrische Function von 2°*, #*, 4'# durch 4"? 
ausdrückbar; oder, was dasselbe ist, jede symmetrische Function von 4°*, 4° 
unsymmetrisch durch 4”, 4°, und dieselbe symmetrische Function von A 
ebenso durch 4°, 4°, Nach der Anschauungsweise 1) wird also y, eine 


symmetrische Function von 4”, 4°. Ebenso nach 2) von 4°, 4*', nach 3) 
von A, 2, Es ist also, wenn 42 eine rationale symmetrische Function 


b} 
ef EP 


bezeichnet: 
5 OU RN} zu RR (2(4 YKaı A) zu Da, 251 yet 


Daraus folgt 
3Yı n00e or" , N, 11) + ıeı er, 2. 
Ganz ebenso kann man die anderen y behandeln und erhält: 
3 PR Se (a, une BE RN gi ® 
35 = PR EN LIT UN HD, 2), 
au = Di N) Fe je) HS (a, 2), 


3) HIER, I) HL" (A us 43°), 


Addirt man die erhaltenen Gleichungen, so hat man: 
6(yr+ ++ yı-+ys) vo. sea”, + (U, 15) + 2" (AP, 7) 
$ or a - (9% u EUER u 2. 
Pe 8 7 312 + .02° (as zu Or am jan) 
Aber nach Theorem 8. wird auf der ii Seite dieser Gleichung die erste 
Horizontalreihe eine Function von A'” allein, da sie eine symmetrische Function 
von 4°, 2%, 2°# ist. Ebenso verwandelt die zweite Reihe sich in dieselbe 
Function von 4” allein, u. s. w. Die ganze rechte Seite ist also auf rationale 
Weise durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückbar und so- 


124 


nach bekannt. 
Diese Betrachtungen zeigen, dass die Potenzsummen der y sich immer 


durch bekannte Grössen ausdrücken lassen, welches auch die Function g sein 
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mag; und man kann daher immer eine Gleichung fünften Grades 
23.) ff) = Y-Ay’+By—Cy’+Dy—E 
aufstellen, deren Wurzeln y,. Y2, Y3> Y4, 9%; Sind. 


Ich werde nun zeigen, dass nach Auflösung dieser Gleichung sämmt- 
liche Wurzeln A der Gleichungen zehnten Grades als bekannt angesehen wer- 


den können. 
Man kann nämlich sofort fünf Gleichungen bilden: 


2 +BR—yatd, = 0, 
HP + RP —yır+d, = 0, 
(24.) HP + —yır+d, = 0, 
MP + yı+d, = 0, 
"—aP +0 —yh+d = 0, 


deren Wurzeln respective sind: 


ag E- Eu. 
- BE . Be 
(25.) a, BR, Br, ag 
z- u. ud zu 
Kr, , ge 2m 


Denn um z. B. die « zu berechnen, hat man nur folgendermassen zu ver- 
fahren (vgl. Abel, dieses Journal Bd. 4, p. 137). Man bildet die Summe 


4. = YhatrpaTyaTyTyQz- 
Jedes dieser fünf Glieder ist eine symmetrische Function derselben Art, wie 
im Vorigen g; die Summe drückt sich daher ganz wie im Vorigen die Summe 
aller y" durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung aus; und man hat 
also die Gleichungen : 

= 7% +% +% +0, 

4 = &Yıt Yayı MY t Oyyıt ;Y5H 

+ + B 4 + 

a, = My Tat %Yr O4yı tr 545» 

wo die linken Seiten sich immer durch bekannte Grössen auf rationale Weise 


ausdrücken lassen. Diese Gleichungen genügen, um die « durch die y und 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung zu bestimmen, ja selbst, wie 
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Abel a. a. O. zeigt, um «, durch y,. & durch 9, u. s. w. auszudrücken. Auf 
gleiche Weise findet man die $, y etc. aus ähnlichen Systemen, und man 
kann. wenn alle Wurzeln der Gleichung (23.) bekannt sind, sämmtliche Glei- 
chungen (24.) bilden; eine derselben, wenn nur eine Wurzel von (23.) be- 
kannt ist, zwei. wenn zwei Wurzeln bekannt sind, u. s. w. Man ist inzwischen 
um so mehr berechtigt, statt einer Wurzel sämmtliche Wurzeln von (23.) als 
bekannt anzunehmen, da nach Auffindung einer Wurzel die anderen durch 
algebraische Operationen erhalten werden. 

Man bemerkt aber, dass je zwei der Gleichungen (24.) eine, und nur 
eine. gemeinsame Wurzel haben. Verbindet man also je zwei dieser Glei- 
chungen und erniedrigt immer den Grad der einen mit Hülfe der anderen, 
bis man zu einer Gleichung ersten Grades gelangt, so erhält man sämmtliche 
Wurzeln der Gleichung zehnten Grades. Und man hat zugleich folgendes 
Theorem erwiesen: 

Theorem 11. 
Wenn man die Wurzeln einer Gleichung zehnten Grades durch die 
Bezeichnung 


123 „124 125 134 135 
A E zy 


. A ) Bun 7 1»? 29 PP 


’ b, ? 

darstellt, und dann jede symmetrische Function dreier Wurzeln, welche 
zwei Indices gemein haben, sich als rationale Function derjenigen Wurzel 
ausdrücken lässt, welcher die den ersten Wurzeln nicht gemeinsamen In- 
dices derselben zukommen, so führt die Auflösung der gegebenen Gleichung 
nur auf eine einzige Gleichung des fünften Grades. 


$. 10. 


Sätze über das Steinersche Pentaeder. 


Sind x, x’, x” drei Knotenpunkte,. welche auf der nämlichen Geraden 
liegen, so hat man nach (19.) folgende Gleichungen, deren jede ein System 
von zehn Gleichungen darstellt: 


U;k = 0;/% +P;0,, 


u = Gr + Pi; 

u = 5; AHtPi 0%, 
wo die «@, P die Coordinaten der drei Ebenenpaare sind, in welche die Po- 
laren der Punkte x, x’, x” zerfallen. Da nun diese Punkte auf einer Geraden 
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2 


liegen. so giebt es immer Facloren «, «, u”, so dass für jeden Index i 


ux;+wx;4+ ug; v0. 


4 
Die «;, sind lineare Funectionen der x: es ist also auch immer dann 
IR 


q ! 2 
uU MU + U A V. 
oder 
u(0;9,+ Pae)+wW (a9, + Pe )+u le; Pr, +P; eo 0. 
Multiplieirt man endlich diese Gleichung mit den laufenden Coordinaten A;X,, 
und summirt nach © und 4, so erhält man: 
26.) uAB+wWAB+u'A'D = 0. 
Wo 
A=-, A, +: +, A; +m,X,—=0$,. 
B=-AXKHH+RR + A + RA, =0, u Ss. W. 
die Gleichungen der Ebenen sind. in welche die Polaren zerfallen. 


Die Gleichung (26.) muss für alle Werthe der A bestehen; sie drückt 
also eine Eigenschaft aus. welche der gegenseiligen Lage der sechs Ebenen 
zukommt. In der That kann man immer in Folge der Gleichung 26.) drei 


’ 
N) 


lineare Ausdrücke E, E', E” so bestimmen. dass 


\' B= uw E"”—-uE 
27.) “AB =wWE -uE”, 
[up = u E’-uE'; 
oder man kann setzen: 
A =E"YW+Eyuw, B =E'ywW—E yuw, 
(28.) A’ =E yu"+E"Yyu, B'=E yu’—E'yu 


A"=E yu- E Yu j 3 =-E Yu E u. 


Um die Formeln (27.) einzusehen. darf man nur erwägen. dass die sechs 
Ausdrücke A, BP, welche gleich Null gesetzt Ebenen ergeben, die sich in 
einem Punkte durchschneiden. sich deshalb nolhwendig durch drei lineare 
Ausdrücke E darstellen lassen. Als solche kann man diejenigen wählen, 
welche. gleich Null gesetzt, Ebenen darstellen. die durch je zwei Doppellinien 
der drei Ebenenpaare hindurchgehen. Dann wird A.B Funelion von E’, E” 
allein. A’.B’ von E”, E allein. A”.B” von E, E'. Die Gleichung (26.). 
welche für die E identisch sein muss. lehrt dann, dass die Producte der E 
nicht vorkommen dürfen. und zeigt ferner sogleich. dass die absoluten Werthe 
der Coeffieienten der E sich den Gleichungen 27.) gemäss bestimmen lassen. 
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Da die Ebenen E durch je zwei der 10 Geraden gehen, so sind sie 
nichts anderes als die Pentaederflächen. welche hinfort auch als Ebenen E 
bezeichnet werden mögen. Die Gleichungen 28.) aber beweisen das Theorem 
des Herrn Steiner: 
Theorem 12. 

Die Ebenenpaare, in welche die Polaren der 109 Knotenpunkte zer- 
fallen, bilden immer mit den zwei durch ihre Schnittlinie gehenden Pen- 
taederflächen harmonische Büschel. 

llerr Steiner saet in der mehrfach angeführten Abhandlung. dass zwi- 
schen diesen Ebenenpaaren noch fernere geometrische Beziehungen eintreten. 
ohne dieselben anzuführen. lch werde im Foleenden solche Beziehunsen an- 
oeben. welehe sieh leieht vermehren lassen. und welche vielleicht! die von 
Herrn Steiner anzedeutelen Verhältnisse berühren. Zuvor bemerke ich nur. 
dass sich die absoluten Werthe der Coeflieienten der E, so wie der x. so 
bestimmen lassen. dass in den Gleichungen 28.) nur Summen und Differenzen 
der E erscheinen. Setzt man dann 


(7?) (t) (?) (7) (7) 


29. E er Ti re IL) T C; IL; C; Lie 


so erhält man die Gleichungen (aus (19.)) 


u TIER, 
Z I k z K 
ee EN) — CC), 
IK fi h Z r / 

Fr 25 3 (+ (+ 
lur.0”7 = Her — ce”, 

\ u i h i k 
134 13 ),0 (5) „6 
ut. t = CIE) —- ce? ec, 
IR [4 Z AK 
u? .o'° EIN, 
30. | 8 
"via = yo EI — IC, 
! i ' 

3 „23 ) l | 
77 + gt . e' ec‘ ) e' Ic Bi; 
E» 

34) l 

Ta re, 

45 245 (3) (3 N) 1} 

Ir. a ET, 
2. ! A ! A 
MS (1) 1} 22) 52 

Er — AN, 
A [4 Z K 


Diese Gleichuneen. in denen die o constante Factoren bedeuten. und wo 
31. zer —= — a7 etc., 
Z 4 


sind so «ebildet. dass in dem Schema 


ap) -ufy d iR) % £ 
wre ee — ie 
In 4 ' Z A 
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immer 0, 9, y, 0, & eine positive Permutation der Reihe 1. 2. 3. 4. 5 bildet. 


“ 


is ist sofort klar. dass einiee der Gleichungen 30.) vermöge einer passenden 
Bestimmung der absoluten Werthe der e anzenommen werden dürfen: elwa 
die erste. zweite. vierle und achte. Die anderen Gleichuneen foleen dann 
sofort aus diesen. wenn nur die Bedingungen. dass 10 mal drei Punkte r auf 


einer Geraden liegen sollen. durch die Gleichungen dargestellt werden: 


>Y, Br, 2, ‚By .aßd aßı „aß: R 2 
(32. ' Ba: Pin vl. VEERE »Pbin  ı BER VE 0. 
\ , [4 Z 


Es ist nur die Fraee. ob die Facioren o diesen Gleichunsen eemäss bestimm! 
werden können. Nun kann man immer die absoluten Werthe der x so be- 


stimmt denken. dass die Gleichung 


a l Pr 2. A 
Er Be - 
3) »: 2:8 ; 
2 [4 Z ce e ) ( C, 
N ( Ed. 
l j + 


unabhängige von den Werthen der z erfüllt ist. Diese Annahme erfüllt zu- 
oleich die Bedineuns (31.). dass durch Vertauschune zweier Indices die Coor- 
dinaten eines Punktes x ihr Zeichen ändern sollen. Die Gleichungen (32. 


redueiren sieh dann darauf. dass die Gleiehune 


& , v _aß, do _ ) Bi 
Ü €; C' () N} r i Ü () i E> ‘d fi Z 
) 1 ) ER | 
| 9 y.uDY ) aß e _aß: 
| e C c/o ıpYy I ec g° ) co“ 2, 
[#4 ’ en de l UI) MU IE 2 
ce ce dort + eo 3; 
\ I 3 J J 1} 
| „@& y] »Y .ußy RR Bo E muapE 2 
( C DET S CO 2, 
ı 4 r + 4 + , 


unabhäneig von den Werthen der 3 erfüllt sein soll. Dies geschieht, indem man 
+ Wr „GE A AR; 


setzt. und die Verhältnisse der 7 aus den Gleichungen bestimmt: 


9,9), 9,3 (4) (4 (5) 6) 
Tta+tTt co +rTtca+H+rcaH+reo Ze: 
I I, ZH 4) (65) 6) 
35.) co +ro+reoe+4rro =V, 
>. 
) 1 O9 I, .IdLI ULM, _6 |) 
T C; wi Cz3 7. r T C; Er T C; I T C; — 0. 
+ 5 Je , (4) (5) (5) 
teo+rt 6% +76 +4 6 47% =Ö; 


wodurch denn sowohl die Zulässigkeit der Form (30.) erwiesen. als die Be- 


‘ 


stimmung der o der Annahme (32.) gemäss geleistet ist. 





‘ >) %# 
28 
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Durch die vorliegenden Betrachtungen sind. wie man erkennt, die ab- 


soluten Werthe der x bis auf einen (in den 7 enthaltenen) allen gemeinsamen 


Factor fixirt: und ebenso können die e nur noch die Quadratwurzel dieses 


Factors enthalten. 


Die Polare von x“®’ geht in der vorliegenden Form in 


(TN _ (TE) Genie 0 


\ / 


über. oder die Ebenen. in welche sie zerfällt. sind 


T9Pı ® Eu 0. IM — r® n 0. 


Sie sollen die Ebenen F genannt werden. Bezeichnen wir dann noch re- 


spective als Ebenen @, H, J diejenigen. deren Gleichungen in den Formeln: 


vr) ck) dh) 

[ +7" +/" —— 0, 

fr IP + TPM + IT") = 0. 

IT!’ +- TO: I[®+-T®+-T® — VO 


enthalten sind. so sieht man sehr leicht die Sätze des folsenden Theorems ein. 


welche sieh übrieens nach Belieben vermehren und fortsetzen lassen: 


Theorem 193. 

Solche sechs Ebenen F, in welche die Polaren dreier auf einer 
Geraden liegenden Knotenpunkte zerfallen, schneiden sich viermal zu drei 
in einer Geraden f. Dieser Geraden f giebt es 40: jede Ebene F enthält 
drei Paare derselben. Verbindet man zwei solcher durch eine Gerade f 
gehenden Ebenen F zu zugeordneten eines harmonischen büschels, so geht 
die der dritten zugeordnete vierte harmonische immer durch eine con 60 
Geraden g, in welcher die mit der dritten in einer Polare vereinigte Ebene 
F ron der durch die Doppellinien derjenigen Polaren gelegten Pentaeder- 
fläche geschnitten wird, welche in den beiden einander zugeordneten 
Ebenen des harmonischen Düschels liegen. 

Miese 60 Geraden g liegen zugleich auf den 40 Ebenen G, jede auf 
zweien derselben: immer vier der Ebenen G gehen durch jede Ecke des 
Pentaeders: und je zwei solcher vier, welche in einer Geraden g sich 
mit einer Ebene F und einer Ebene E durchschneiden, bilden mit den- 
selben ein harmonisches Büschel. 


Die Ebenen G werden ausserdem ron den Ebenen E in SO Geraden 


h geschnitten, durch welche ausserdem noch immer zwei der 40 Ebenen 
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H gehen; und vier so durch eine Gerade h gehende Ebenen bilden immer 


ein harmonisches Büschel. 

Es schneiden sich 180mal zwei Ebenen G in einer Ebene F. Die 
vierte harmonische zu solchen drei Ebenen geht immer durch eine von 60 
Geraden i, in welchen sich zwei Ebenen H mit zwei Ebenen F schneiden: 
und zwar gehen durch jede Gerade i vier Ebenen der gedachten Art, 
welche zugleich immer mit einer Ebene H und den beiden Ebenen F auf 
passende Weise verbunden ein harmonisches Büschel bilden: auch bilden 
die zwei Ebenen F immer mit den zwei Ebenen H selbst ein harmonisches 
Büschel. Die Geraden i, f bilden mit den Kanten des Pentaeders das 
vollständige System von Schnittlinien der Ebenen F. 

Die Ebenen H werden von den Ebenen E noch (ausser h) in 40 
anderen Geraden k geschnitten, welche zugleich 40 von den Durchschnitts- 
linien der 16 Ebenen J sind: und zwar bilden solche durch eine Gerade 
gehende vier Ebenen immer ein harmonisches Büschel. Diese Ebenen 
J durchschneiden sich ausserdem noch in 50 Geraden TI, deren jede zu- 
gleich einer der Ebenen F und einer der Ebenen @ angehört, welche 
dann mit den durch die Schnittlinie gehenden Ebenen J ein harmonisches 
Büschel bilden. Auf jeder Ebene F liegen vier, auf jeder Ebene G zwei 


dieser Geraden. 


$. 11. 


Darstellung einer homogenen Function dritter Ordnung mit vier Veränderlichen 


als Aggregat von fünf Cuben. 


Von den Gleichungen (30.) aus gelang! man sehr leicht zu der Dar- 


stellung der Function » als Aggresat von fünf Cuben. Bestimmt man fünf 


Grössen ww so. dass sie der Gleichung 


unabhängig von den Werthen der 3 genügen, so kann man den Gleichungen (30.) 


(1) (1) (1) (1) () 
Ro 2 C C; C, 

(2) (2) (2) (2) (2) | 

Z C C; C; Ci | 

A TEEN 3) (3) (3) (3) (3) | 

(36. zo) z ce C C, | 

| 

(#) (+) (+) (+) (+) | 

Re C, ©; C; er | 

| 

. rn 

_(5) ) : (6) $) 9 
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mit Rücksicht auf (34.). (35.) die Form geben: 


Urı Wr Ur Ws 


(yes \ q 6; C; ce; r j (4 (4) ) ) 
(37.) m.| j e „ızsww (oa —6G 6, 
er © 
3) (3 (3 3) 
C, C C, C, 
u. Ss. W. 


wo m einen unbestimmten Factor bedeutet. 

Sieht man in diesen Gleichungen. welche, obwohl sie an Zahl die 
der Grössen ce bei weitem übertreffen, nach dem Vorigen neben einander be- 
stehen können, die Grössen ce als bekannt, die # als unbekannt an. um diese 
durch jene auszudrücken, so erkennt man sogleich, dass #;,, sich immer als 
lineare Funelion der e;.c; darstellen muss. Aber ebenso muss es eine lineare 
Funelion der e;,.c, und eine lineare Function der e,.c, sein; bei der ersten 
Darstellung können die Coefficienten nur noch von dem Index Ah, bei der 
zweiten von dem Index %, bei der dritten von dem Index i abhängig sein. 
Dies ist nicht anders möglich, als wenn ;,, die Form annimmt: 


(38.) an = A a) .e , 


Allerdings könnten noch Terme ;,, möglicher Weise hinzutreten, welche 
dann die Eigenschaft hätten, an Stelle der »;,, in (37.) eingesetzt. die linke 
Seite verschwinden zu machen. Aber dann müsste jede der Ebenen 
a A, + WAR +43 Ä;+ 14; = 0 

durch jede der Penlaederecken gehen, was offenbar nicht möglich ist. Die 
Coefficienten ;,, müssen also die Form (38.) annehmen, in welcher nur die 
Coefficienten o zu bestimmen bleiben. 

Führt man die Ausdrücke (38.) in die Gleichungen (37.) ein, so er- 


hält man: 
4) | ı _(5) (5) (5) 5) | 








Dr ce c c c 
| | | | 
|.) ,W (1) a)| | a 1 a) a)| 
9) HH |Cı C; C; 4 1, ,09_9)_() | Cı C; Cz G4 | 
u en | @ (2) (2) „m ur 2 (2 (2) 2) 
<& \+ - -) \*+) au 
CC, C5 C; C; | C, C; C; 4 | 
(3) SER e 3) | (3) (3) 3) _65)| 
Cı C2 Cz 4 | Ci C5 C; 4 | 
TH) , mn a (5) (65) 
u / we % \ 
vn u a 4 —6 0% ) 


uU. S. W. 
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oder, mit Rücksicht auf (36.): 


+ » + 5) (5) (5) (5) (+) Tas 7162) ‚ 4) 4 (5) 


-—0 .5%.09 +0 .0 0 .% 2 


Diese Gleichune muss für alle Werthe von i und % bestehen: es folet also: 


N en 9 = , u. S. W. 


und überhaupt: 


m 
Aus der Gleichung (38.) erhält man somit, indem wirklich allen Gleichungen (37. 
venügt ist: 
| << («) 


Urn WC CC. 


Wenn man nun mit .r;, z;, x, multiplieirt und nach ö, %, A summirt, so kommt: 


1 


a {e EN 0 ER’ +0? EN +0 EW' 09 ER). 
y1il 


A - | ’ 


Diese identische Gleichung enthält die Darstellung der Funetion # als Avroreral 
von fünf Cuben. Zwischen den Argumenten E besteht eine lineare Beziehune: 
denn indem man in (36.) 2" = EV, 37 =E”, ... setzt. verschwindet der 
rechte Theil jener Gleichung, und es bleibt: 


0 = w" EN Ho”) E’+o” E" +" EP He” EP, 


was die fragliche Beziehung ist. 
Durch die vorangehenden Betrachtungen ist also das folgende Theorem 
strenge erwiesen: 
Theorem 14. 

Line homogene Function dritter Ordnung von vier Veränderlichen 
kann im Allgemeinen auf eindeutige Weise als Aggregat von fünf Unben 
linearer Ausdrücke dargestellt werden, zwischen deren Argumenten dann 
eine lineare Beziehung besteht: und zwar erfordert dies nur die Auf- 
lösung einer einzigen Gleichung fünften Grades. 

Auch ist in dem Vorigen der Weg angegeben. wie man zu dieser Trans- 
lormation gelangt; womit allerdings die algebraische Seite des Problems nichts 
weniger als erschöpft ist. Indem man nämlich nach der oben auseinander- 
gesetzten Methode die 10 Knotenpunkte aufsucht und die Gleichungen der 
fünf Pentaederseiten bildet, erhält man die Verhältnisse der Coeffieienten in 
den verschiedenen Ausdrücken E, und dann die absoluten Werthe der Coefli- 
cienten aus irgend welchen der Gleichungen (37.). 












224 Clebsch, über die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche. 


$. 12. 
Ueber einige besondere Arten die Hülfsgleichung fünften Grades zu bilden. 
Ich setze m = — L. um die Werthe der ce, »w vollkommen zu bestimmen. 
Man hat also dann: 
u = Zw”E”", 
0 = Fw”E”. 


Man kann dann in der in $.9 auseinandergeselzten allgemeinen Methode die 
willkürlich gewählten Funetionen immer so bestimmen. dass die Wurzeln der 
Gleichung fünften Grades die sechsten Potenzen der Grössen w selbst werden. 

Es sollen zu diesem Ende die Grössen x°”’ die Coordinaten der Kno- 
tenpunkte ohne irgend welche Vorausselzung über die absoluten Werthe be- 


deuten. Dann kann man diese Grössen mit Hülfe der Gleichung 


39) 3.97 = pt. Zi doc 


14 
definiren. wo die» unbestimmte Factoren bedeuten. Die Gleichungen (37.) 


nehmen unter diesen Umständen die Gestalt an: 


5)/.% „4 


(ee! —ce” ec”), 


ur = —6.p'”.w* w' 
ıKk 


u. S. W. 


Aus denselben kann man Combinationen nach Art der folgenden bilden: 


123 | 145 __ B .023 (0) (5) 7 0 (M 9) 2.9)\ 62! an" 3 2) (2) 3) „(3) 
4 Sn — 6 J [ on 1 ie ) 31% 6 » r n » 
u, 1%; pTuotw”le ec, —ec)-p’wiw(c"e’—c”ce), 
’ 123 z j 145 -— N “ 123 „(4 a ie) ” ” . + > » Ö \ Rn - \ 145, be) - b) 3 » 2 » 2 er 3 (3} 
.—n = punto ’lete —c”e) tip ww’ —ce” en). 


Setzt man aus den 10 jeder dieser Gleichungen entsprechenden Ausdrücken die 
Determinanten zusammen, und bezeichnet überhaupt durch /(z) die Hessesche 


Function für einen Punkt. dessen Coordinalten 3,. 23. Z;. 2, Sind. so ist hienach: 


AI(x"? en x?) — (2? 9%)’ (wo TISSETISDT ED we), 
23 5 > 2 612 / Er ) „(5)12 
A gr ) Fr 36(p' y 5 (ww Ip FTD wr)?, 


Es ist aber zu bemerken. dass 
4 (&'*) —4 x") —(, 


weil sämmtliche Knotenpunkte in der Hesseschen Fläche liegen; und auch 





< 193 0.J(2'*°) — ( 
er. 7.0 
I 
- 04(=2'”°) 
we? 2%, 
1 I oL; 


da die Differentialquotienten von J an den Knotenpunkten nothwendig ver- 
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schwinden. Setzt man also der Kürze weeen: 


| i R 0 A(y 
F (=, Y) [5 2;2, FE 7 Ser Ts Tee 
a oy,0y, 
(40.) { 
| Bi ag o’A(x 
A 
! Tz wii yiYı 3, a. - 


OL;OL, 
so gehen die vorigen Gleichungen in die eine über: 
(41.) I(a'?, x'*) - (pp)? (IT) h 


wo noch Zw der Kürze wegen für das Produet aller = veselzt ist. Aber 


oanz ebenso ist auch: 


> (2, 2”) (pp). (ZIw)’. 
I (z' 25 er ( p'” er ( Ihr P. 


Multiplieiri man diese drei Gleichungen mit einander, und setzt: 
(42.) (2) (27, a) Ic, 2?) I (2, 23% h 
so kommt also: 
2\ A) —_ {ITan\6 3 126 „2S „136: „135 „16832 
GE u Eu ee et u 
nebst fünf entsprechenden Gleichungen. 
ingeven ergiebt sich aus den Gleichungen (39.) mit Hülfe eines be- 
Hingegen bt siel len Gleichungen (39.) mit Hüll | 
kannten Determinantensalzes: 
4) eine) oT. 
Bildet man nun das Produet sämmtlicher Gleichungen (49.). so wie sämmtlicher 
Gleichungen (44.). und bezeichnet immer durch // das Produet gleichartiger 
(‚rössen. so erhält man: 
/IO = (NHw)'.(IIp)'. 
ID = (He) .(IIp)‘. 
und durch Auflösung: 
(IID)' 


‚am \ . \2 B II / „\6 ent 
(45.) \ /Ip) — ID’ ITe, .— II)’ 


Wenn man endlich die Gleichungen (43.). (44.) oder ähnliche Paare multiplieirt. 
so kommt: | | 
Q,.D" = (ww). (/Te)'.(IIp)". 

oder mit Hülfe der Gleichungen (45.) Kap 
9" .D"’.UIG 
( 16.) (w 7, r Mh 
Der Ausdruck rechts ist von den absoluten Werihen unabhängig. welche den 
verschiedenen Systemen der x beigelegt werden können. Er ändert daher 
seinen Werth nicht. wenn man statt der x die Functionen der entsprechenden 
), setzt (21.). welchen jene proportional werden. Es gehe hierdurch D 
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in d’, 9°) in 9° über, so dass 
ka > IND, 3), 14 
/ \ (dj W: ( 
(4.) (ww) = 1a) 


d‘'’’ eine symmetrische Function von 4°, 4°, 4°°, 2°; und 





Alsdann aber ist 
3°" das Produet von drei Functlionen, welche bezüglich dieselben symmetrischen 
Funetionen der Wurzelpaare 

vw. ur: ug u u h 
sind. Ich werde zeigen. dass demnach auch 9" sich als eine symmetrische 
Function von A°*, 4”, 2°, 2°” darstellen lässt. 

Hierzu genügt die Bemerkung. dass, wenn man in der Function (x, y 
für x, y die Coordinaten zweier auf einer der 10 Geraden liegenden Knoten- 
punkte setzt. diese Function nothwendig verschwindet. Dies kommt daher. 
dass diese Gerade ganz in der Hesseschen Fläche liegt, und dass also S(c+y 
für solche Punkte vollständig verschwinden muss. Gehe nun g in w über. 
indem man für die Coordinaten x, y die ihnen proportionalen Functionen der 


entsprechenden 4 setzt; dann ist 
gU —. wi, 2. (A, N, (AN 5 e. 
und verschwindet immer, wenn man für seine Kisinchiie zwei 4 wählt. 
Indices gemein haben. Bildet man also w für je zwei der Grössen 
134 ,„"? vv 


„123 „124 125 
EA 


die zwei 
und bildet das Product von je drei solchen Funectionen, so ist die Summe 
aller Producte 9°, indem alle anderen Glieder verschwinden. So kann man 
also 9" als symmetrische Function dieser sechs Wurzeln darstellen: mithin 
auch durch die Coefficienten der Gleichung zehnten Grades als symmetrische 
Function der vier übrigen Wurzeln, wie es verlangt wurde. 

Es folgt also hieraus, dass sowohl d als 9 Functionen der Art sind. 
wie sie in $&.9 als Wurzeln einer Gleichung fünften Grades benutzt wurden. 
Es folgt weiter, dass //d und /79 mit Hülfe der in jenem $. auseinander- 
vesetzten Betrachtungen unmittelbar durch die Coeffiecienten der Gleichung 
zehnten Grades ausdrückbar sind. Demnach wird wirklich (w')’ eine sym- 
metrische Function von denjenigen vier Wurzeln 4, in denen der Index ö nicht 
vorkommt; und man hat das Theorem: 

Theorem 15. 
Wenn u eine Function dritter Ordnung mit vier Veränderlichen ist, 
und die Grössen E lineare Functionen bedeuten, so kann man immer der 
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Function u die Gestalt 


i=5 
u zZ o")E"' 
1 
geben, während identisch 
i 9 28 . 
0 zu’ E", 
ii 


indem man eine Gleichung fünften Grades aufstelll, deren Wurzeln die 
sechsten Potenzen der w, und deren Coefficienten rationale Functionen 


der Coefficienten von u sind. 


In ähnlicher Art kann man auf manniglaltige Weise von algebraischen. 
der Funetion #» verwandten Formen zu Gleichungen fünften Grades übereehen. 
Sei es erlaubt als Covariante mit mehreren Systemen von Veränderlichen 
eine solche Function der Coordinaten von mehreren Punkten und der Coefli- 
cienten von @ zu bezeichnen. welche durch Anwendung linearer Transformalio- 
nen in eine gleiche Funclion der neuen Coordinaten und Coelffieienten über- 
geht. multiplieirt mit einer Potenz der Translormationsdeterminante; heisse 
dieselbe ausserdem symmelrisch. sobald sie durch Vertauschung der Coor- 
dinaten der verschiedenen Punkte ihren Werth nicht ändert. Dann sieht man 
sofort den Satz ein: 

Theorem 16. 

Bildet man den Quotienten zweier symmetrischen Covarianten gleich 
hoher Ordnung mit vier Systemen von Veränderlichen, und führt als solche 
Systeme die Coordinaten der fünf möglichen Combinationen solcher vier 
Iinotenpunkte ein, welche sämmtlich einen bestimmten Index nicht ent- 
halten, so können diese fünf Werthe immer als Wurzeln einer Gleichung 
fünften Grades angesehen werden, deren Coefficienten sich rational durch 
die Coeffieienten von u ausdrücken, und durch welche die Bestimmung 


der 10 Knotenpunkte geleistet wird. 


Eine Covariante dieser Art ist z. B. das Quadrat der aus den Coordinaten von 
vier Punkten gebildeten Determinante; eine andere entsteht aus der Hesseschen 
Function. indem man sie dreimal differentiirt und statt der Incremente jedes- 
mal die Coordinaten eines anderen Punktes einführt. Der Quotient beider kann 
in derselben Weise wie oben „eschehen ist. zur Bildung einer Gleichung 
fünften Grades benutzt werden. — Man kann aber zugleich bemerken. dass 


nach den bekannten Eigenschaften der Covarianten man den Werth eines 
2” 
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solchen Quotienten auch bilden kann, indem man unmittelbar die Form des 
Aggregats von fünf Cuben zu Grunde legt. Der gedachte Quotient enthält 
also dann ausser den vier Coordinatenreihen nur noch die fünf Grössen ww. 
Die Coordinaten der 10 Knotenpunkte lassen sich. indem man vier der Pen- 
taederflächen als Coordinatentetraeder zu Grunde legt. oder auch. indem man 
fünf Coordinaten einführt, wie ich dies in meiner Abhandlung im 58°" Bande 
dieses Journals gethan habe, ebenfalls durch die Grössen w allein ausdrücken. 
Und man erkennt dann leicht. dass die fünf Werthe jenes Quotienten oder 
die fünf Wurzeln der Gleichung fünften Grades Functionen der Grössen ww sind. 
und zwar solche Funetionen, deren jede in Bezug auf vier der Grössen w 
symmetrisch und nur in Rücksicht der fünften unsymmetrisch sind: welche 
endlich sich nur dadurch unterscheiden, dass an Stelle dieser unsymmetrisch 
auftretenden Grössen » der Reihe nach sämmtliche fünf Grössen eesetzt werden. 


Carlsruhe. den 14. Februar 1861. 
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Ueber die Reibung der Flüssigkeiten. 
(Von Herrn Oskar Emil Meyer aus Varel a. d. Jahde.) 


Theoretischer Theil *). 


De älteste Versuch einer Theorie der Reibung der Flüssiekeilen. 
der mir bekannt geworden ist, rührt von Newton **) her. Newwtons Belrachtung 


stützt sich auf eine Hypothese, die in neuester Zeit mehrmals wieder unab- 


hängie von Newton aulgestellt und als Fundament theoretischer Betrachtungen 
über die Reibung der Flüssigkeiten benutzt worden ist, die Hypothese nämlich. 
dass die Reibung zweier benachbarten Flüssigkeitsschichten dem Unterschiede 
ihrer Geschwindigkeiten proportional. dagegen vom Druck unabhängig und 
der Berührungslläche proportional sei. Bei der mathematischen Durchführung 
dieses seines Grundgedankens verfällt Newton in einen Fehler, der bereits 
von Johann Bernoulli gerügt wurde, als derselbe in einer von der Akademie 
zu Paris 1730 oekrönten Abhandlung 7) versuchte. die elliptische Bahn der 
Planeten und das Vorrücken der Nachtgleichen aus der Cartesianischen Iypo- 
these der Wirbel zu erklären. Bei dieser geistreich durchgeführten Unter- 
suchung lässt Dernoulli für die Reibung der von Descartes angenommenen 
Aetherwirbel gegen einander eine der Newtonschen ähnliche Hypothese als 
Gesetz eintreten. Derroulli nimmt nämlich Anstand, die Reibung. wie’ Newton 
gethan hatte, unabhängig vom Druck zu setzen. und das gewiss mil vollem 
Rechte, da er den Aether für compressibel hält. Er nimmt daher an. die 
Reibung der Aetherwirbel sei dem Drucke und zwar dem aus der Cenlri- 
fugalkraft resultirenden Drucke proportional. Aehnlich verfährt Euler 7). aber 
minder glücklich. Euler setzt die Reibung unabhängig von der Geschwindig- 
keit und proportional dem hydrostatischen Drucke. ohne die Wirkung der 
kleinsten Theilchen auf einander zu berücksichtigen. 


Meine experimentellen Untersuchungen über diesen Gegenstand erscheinen 
im 113'°" Bande von Poggendorffs Annalen. 

**) Philosophiae naturaliıs principia mathematica. 1687. Lib. II. sect. IX. 

7) Opera omnia. Lausannae et Genevae 1742. 'Tomus Ill. Nouvelles pensdes 
sur le systeme de Mr. Descartes. NIX— XXIII. 

77) Tentamen theoriae de frictione fluidorum. Novi commentarii Petropolitani, 
tomus VI. 1756 et 57. Pag. 338. Diese Abhandlung scheint sehr unbekannt zu sein. 
S. Hagenbach (Pogg. Ann. Bd. 109 S.387) und seinen Gewährsmann Prony. 
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Einen ganz anderen Weg. der eine theoretische Begründung der 
Newtonschen Hypothese enthält, schlug zuerst Navier *) ein. Derselbe ent- 
wickelte die Differentialgleichungen für die Bewegung eines tropfbar flüssigen 
Mediums, das der Reibung unterworfen ist. aus Betrachtungen, die denjenigen 
völlig analog sind, die er zur Ableitung der Differentialgleichungen der elastischen 
Erscheinungen benutzte. Auf dem betretenen Wege folgte Poisson **). der 
die Reibung der tropfbaren und elastischen Flüssigkeiten aus der Anziehung 
und Abstossung der kleinsten Theilchen auf ähnliche Weise, wie die Elaslicität, 
erklärte. Eine Methode, die gleichsam zwischen der von den beiden letzt- 
genannten Mathematikern befolgten und der von Newton angewandten die 
Witte hält, benutzte Stokes-+). Derselbe gelangte, obschon sich seine Prineipien 
wesentlich von den Aaeierschen und Poissonschen unterscheiden. für tropfbar 
llüssige Medien zu denselben Gleichungen wie jene beiden Mathematiker. und 
„war denselben Gleichungen, die man auch mit Hülfe der Newtonschen Hypo- 
ihese entwickeln kann. Dagegen stellt sich für gasförmige und andere com- 
pressible Flüssigkeiten ein Unterschied zwischen den Resultaten von Poisson 
und Siokes heraus. Ob die Newtonsche Hypothese auch für compressible 
Flüssigkeiten gültig ist. ob also die aus derselben entwickelten Gleichungen 
die Bewegungen dieser Flüssigkeiten auch dann noch darstellen, wenn Com- 
pressionen oder Dilatationen stattfinden. kann zweifelhaft erscheinen. 

Im Folgenden habe ich die Entwicklung der Gleichungen aus der 
N\ewtonschen Hypothese nach dem Vorgange meines Lehrers. Professor Neu- 
mann, ausgeführt. der unabhängig von Newton dieselbe Hypothese. wie dieser. 
aufgestellt hat. 

Die Integration dieser Differentialgleichungen ist von Stokes in der 
oben erwähnten Abhandlung für mehrere physikalische Probleme ausgeführ! 
worden. Zu diesen gehört die Aufgabe, die Geschwindigkeit der Strömung 
von Flüssigkeiten durch enge ceylindrische Röhren zu bestimmen, und zwar 
unler der Voraussetzung. dass die Strömung an jedem Punkte des Rohrs der 
Wand parallel gerichtet sei. Dasselbe Problem hat bereits vor Stokes Navier 
zu lösen versucht. aber mit unglücklichem Erfolge, da er sich durch Beob- 
achtungen von Girard zu Irrthümern verleiten liess. Später hat Wiedemann +) 


*) Memoires de l’Acad@mie des sciences. 1823. Tome VI, pag. 389. 

**) ‚Journal de l’&cole polytechnique. 20'°"* cahier, tome 13, pag. 139. 1831. 
N 
‘T) 


Transactions of the Cambridge philosophical society. Vol. 3, pag. 287. 1849. 
Poggendorffs Annalen. Band. 99. 1856. 
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dasselbe Problem behandelt, indem er die bereits von Newton benutzte Hv- 


pothese unabhängig von diesem aufstellte. In einer Fortsetzung dieser Arbeit 
von Hagenbach *) ist die Rechnung weiter ausgeführt. Gleichzeitig mit die- 
ser Abhandlung erschienen die Untersuchungen von H. Jacobson **), in denen 
Neumanns Berechnung dieser Aufgabe mitgetheilt wird. Endlich giebt Helm- 
holtz ***) dieselbe Rechnung, bei der er sich, wie es scheint, auf Stokes stülzl. 

Helmkoltz behandelt ferner ein anderes Problem. das sich miltelst jener 
Navierschen Differentialgleichungen lösen lässt. Er untersucht nämlich. wel- 
chen Einfluss die Reibung einer in einer Hohlkugel enthaltenen Flüssigkeit 
auf die Bewegung dieser Hohlkugel ausübt, wenn dieselbe um einen ihrer 
Durchmesser als Axe oscillirt. und berechnet hiernach aus den von ». Pio- 
frowski angestellten Versuchen die Reibungsconstante verschiedener Flüssig- 
keiten. Zu diesem rein praktischen Zweck war es nicht nothwendig. die- 
jenige mathematische Strenge anzustreben. welche sich erreichen lässt. 

Ein Problem sehr verwandter Art bildet den Haupigegenstand der 
nachfolgenden Untersuchungen, nämlich die Entwicklung einer Theorie von 
Versuchen, die zuerst von Coulomb +) unternommen, später von Moritz) 
wiederholt und endlich von mir in grösserer Ausdehnung angestellt wurden. 
Der Zweck dieser Versuche ist. die Reibung einer Flüssiekeit aus der Ver- 
ringerung der Geschwindigkeit zu berechnen, welche in Folge der Reibung der 
Flüssigkeit eine Scheibe erfährt, die in der Flüssigkeit um ihren Mittelpunkt 
in ihrer eignen Ebene oscillirt, welche also in der Weise ihre Schwingungen 
ausführt, dass sie sich um ihr Centrum dreht. ohne eine absolute Orisver- 
änderung zu erfahren. 

Ich unternahm diese Beobachtungen, als die philosophische Faeultät 
der Königsberger Universität für das Jahr 1857 den Studirenden eine dahin 
gerichtete Preisfrage stellte. Die bereits Ende 1857 in ihren Hauptpunkten 
fertige Theorie, welche, verbunden mit einer Anzahl von Experimenten. der 
Facultät eingereicht. von derselben des Preises werth erachtet wurde, habe 
ich seitdem möglichst fortgeführt und die Experimente erweitert. Bei Aus- 
führung der Rechnungen und Anstellung der Versuche unterstützte mich 





*) Poggendorffs Annalen. Band 109. 1860. 
**) Archiv für Anatomie und Physiologie von Reichert und du Bois. 1860 u. 01. 
##®) Sitzungsberichte der k. k. Akademie. 12. April, 1860. Helmholtz und von 
Piotrowski, Ueber Reibung tropfbarer Flüssigkeiten. 
j) Memoires de YInstitut national. III, pag. 246. 
77) Poggendorffs Annalen. Band 70. 
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wesentlich mein verehrter Lehrer, Herr Professor Neumann in Königsberg. 
der mir sowohl mit nie ermüdender Güte stets seinen freundlichen Rath zu 
Theil werden liess. als auch die zu den Beobachtungen nöthigen Apparate 
in der liberalsten Weise mir zur Verfügung stellte, und dem ich für beides 
meinen tiefgefühlten Dank hier öffentlich ausspreche. 

Von diesen Untersuchungen liegt hier der theoretische Theil vor. Das 
malhemalische Interesse des behandelien Problems liegt. wie mir scheint. vor- 
zugsweise in dem ihm eigenthümlichen Umstande begründel.- dass die par- 
tieularen Integrale der Differentialgleichungen zum Theil in reeller. zum Theil 
in complex -imaginärer Form erscheinen. und dass nichts desto weniger die 
Bestimmung der Inlegralionsconstanten nach gebräuchlichen Methoden gelingt. 
da zu diesem Zwecke nicht. wie gewöhnlich. nur eine, sondern mehrere 


Gleichungen gegeben sind. 


Aufstellung der für die Reibung der Flüssigkeiten geltenden Differential- und 
Bedingungsgleichungen. 
$. 1. 

Ich werde im Folgenden aus der bereits in der Einleitung erwähnten 
Newtonschen Jiypothese die vollständigen Differentiaigleichungen nebst den 
Grenzbedingungen entwickeln. von denen die Bewegung eines flüssigen Me- 
diums abhängt. dessen Theile sich an einander reiben. Bei der Ableitung 
ler Grenzbedingungen werde ich mich dabei auf den Fall beschränken. dass 
die Oberfläche der Flüssigkeit durch die Bewegung nicht geändert wird. 

Nach der Newtonschen Hypothese ist die Reibung zweier Flüssirkeils- 
schichten. die durch eine Ebene von einander geschieden. sich parallel dieser 
Kbene in derselben Richtung mit verschiedener Geschwindigkeit fortbewegen. 
gegen einander proportional dem Unterschiede ihrer Geschwindigkeiten; d. h. 
bezeichnen e und ©’ die Geschwindigkeiten der beiden Schichten. die Zeil. 
sp ist nach der Hypothese der Zuwachs von e während des Zeitelements di 
proportional © —e, der von ©’ proportional e—e'. Derselbe ist ferner pro- 
portional der Berührungsfläche der Schichten und unabhängig vom Druck. 

Seize ich voraus. dass die betrachteten Schichten nicht verschiedenen 
sich berührenden Flüssigkeilen angehören. sondern im Innern einer und der- 


selben Flüssiekeit liesen. durch deren Raum hindurch die Geschwindiekeil 


eine eontinuirliche Funetion des Orts bildet. so erhalte ich für den Unterschied 
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der Geschwindigkeiten benachbarter Schichten die unendlich kleinen W erthe 
e—-t = de. 
e——v = —d. 

Dies zeigt zunächst. dass für Schichten desselben Mediums die Newtonsche 
Hypothese streng richtig ist. Denn da die ausgeübte Reibung jedenfalls eine 
Function des Unterschiedes der Geschwindiekeit ist. welche mit diesem Unter- 
schiede selbst verschwindet. so kann man für unendlich kleine Werthe dieses 
Unterschiedes die Reibung diesem Unterschiede proportional setzen. 

Man könnte aus diesem Umstande. dass der Unterschied der Ge- 
schwindigkeiten benachbarter Schichten desselben Mediums unendlich klein ist. 
folgern. dass diese Schichten nur eine unendlich kleine Reibung auf einander 
ausüben könnten. Dies widerspricht der Erfahrung. Man ist damit gezwungen 
anzunehmen. dass der unendlich kleine Unterschied der Geschwindigkeilen mil 
einer unendlich grossen Conslanten zu multiplieiren ist. um den mathemalischen 
Ausdruck der Reibung zu erhalten: oder mi! anderen Worten. dass die Reibung 
zweier Schichten desselben Mediums nicht dem Unterschiede. dem Dilferenlial 
der Geschwindigkeit. sondern dem Diflerentialquotienten dieser Funelion pro- 
porlional sein muss. 

Dies lehrt eine doppelte Ari der Reibung der Flüssigkeiten kennen. 
zwei Arten. die man bequem als innere und äussere Reibung unterscheidet. 
Die innere Reibung einer Flüssigkeit findei zwischen verschiedenen Schichten 
derselben Flüssigkeit stati: sie ist dem Dilferentialquotienlen der Geschwin- 
digkeit nach der Normale der Trennungsflläche proportional. Die äussere 
Reibung dagegen wird von einer Flüssigkeit auf eine andere sie berührende 
ausgeübt: sie ist proportional dem Unterschiede der Geschwindigkeiten beider. 
Ein vollständige analoges Verhältniss. das die beiden gewählten Namen recht- 


fertigt. ist aus der Theorie der strömenden Wärme bekannt. 


$. 2. 

Ich lege durch das betrachtete flüssige Medium ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem x, y, 3. Parallel den Axen dieses Coordinalensystems lege 
ich die unendlich kleinen Kanten dr, dy, dz eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedums. dessen dem Coordinatenanfangspunkte zugewendete Ecke in dem 
Punkte liegt. dessen Coordinaten x, y, z sind. Es mögen «, v, w die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit parallel den Coordinatenaxen im Punkte (», y, 3 


bezeichnen. 
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Ich suche die auf die Flächen des kleinen Pen ausgeübten Reibungs- 


kräfte. Bezeichnen 7, "2, 3, Mı> Mr» 73+ N» N, 7, Constanten, so sind 
der Hypothese gemäss die Componenten der in Kräfte an den dem 


Coordinaten - Anfangspunkte 


























zugewandten abgewandten Flächen 
. du \ ou ou 
parallel der ze-Axe: — n, a, Aydz MS t — ER dx \ dydz 
ou you u 
— 1 —— dzdx n, | 41 2 dy \dadz 
“oo N oy " 2 
u io = Bu 
”- N3 y- +57 dz \ da dy 
‚, 0® «k00 , 0% 
arallel der y-Axe: — rn, —— dydz „I 2 12° gu N dydz 
[F y a "9 u 7 
\ " n 
(1. Pr or ww cv ' 0’ ! 
—n, —— dzdx Mia — +5 > dy \ dad 
oy oy Er 
‚, © 0 
=, day 1 u tz da [dd 
solle , OWw 9 ‚ıcw , O’w 
parallel der 3-Axe: —n, = dydz lan tag‘ d. \dydz 
. dw few  O’w 
—n —— dedz N u  dy\dadı 
08 a oy 
" ow , Or 
—n, = dz | dr dy. 


Aus der Symmetrie des flüssigen Mediums folgt durch Vertauschung der 
Coordinaten 
mn N en: N = NM 
nennen nm m. 
Es werden demnach die Summen der Componenten der auf das Prisma aus- 


oeeübten Reibuneskräfte parallel den Axen 


ir ou u } 
er ee Na \de dydz 
0“ or oy "02 
r-;9 2 
9) \ o DD oı 2 
-. - gg: N + N = -+nN - der dydz 
J em og & Ay’ ’ 02 J 
j I Hu Oo’ O’w 


[A| 
x 


N | diedyds, 


12 938 7? 
142 9a ey 


Ausser diesen Reibuneskräften wirken auf die Flächen des Prismas 


Druckkräfte und zwar. wenn p den Druck an der Stelle (r,y, 2 bezeichnet. 
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längs der Axen 


4 dr 
der 2: pdydz IP+ , Tejdydz 
- y: pdsde — | p+ 333 dy | dz dr 
-. Be in 
- 3: pdedy —ı|p- u, Az | de dy. 


Endlich können auf das Prisma noch Kräfte wirken. deren Ursache ausserhalb 
des flüssiven Mediums liegt. wie z. B. die Schwerkraft. Ich bezeichne die 
Componenten derselben parallel den Axen 

der x: Adxdydz 

- y: Ydırdydz 

- 2:  Zdexedydsz. 
Die Summen dieser Componenten halten den beschleunigenden Kräften multi- 
plicirt mit der Masse des Prismas das Gleichgewicht. Bezeichnet o die Dich- 
tiekeit der Flüssigkeit. so erhält man also nach Division durch das Volumen 


dedydz die Differentialgleichungen 


du en „u eu c ’ - 
0 ——- = NM — tm — + A 
dt ex ey cz or 
; | dv er or or op» 
(3.) 0 N2- Ns + 1a — — 4 
dt ca oy e2 oy 
dır aut} ce’ ew cp 4 
() u Fee - ! ) ‚ ) T 7 > > - ? l E > z l u T Z. 
R ef RN a ch oz US 


Es ist leieht durch Transformation des eewählten Coordinatensystems 


auf ein beliebiges anderes rechtwinkliges nachzuweisen, dass 


Da über die Lage des früheren Coordinatensystems nichts vor- 


sein muss. 
ausgesetzt ist. so gelten die Gleichungen 3.) ebenso für ein beliebiges anderes 
System rechtwinkliger Coordinaten ,. Yı. 21. Die Componenten der Ge- 
schwindigkeit parallel den Axen dieses neuen Systems seien @,. ©,. @,. die 


der Kräfte X,. Yı. Z,. Dann ist ebenso 














du, eu, ou , ou, op Y 
ee Ni THF TR II 2 Ta 
| di o.X) cy, 03, or, 

4, dv, 0 _ vd, ,. do, op . Y 
m) We ri THE Tat 
\ O: 1 ’Y, N Y 
ER _: E.. U, , FB Pıg 
ı 0 a 607 ya a, Aus ver aueh Sn 
di ox' ey! 02| 02, 
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Es seien die Coordinaten x,. yı. 2, mit x, y, z durch die Relationen 
verbunden 
(? = me +Pıy+Yı2, 
(9.) Yı = me+My+7Y:2, 
En = ,2+P,y+732. 
Dann ist auch 
| 4, = a u+ PL c+YıW, A,=uA+p,Y-+yıZ, 
(6.) G=ma+ho+YyıW, Y,=m,A+PY-+7:Z, 


0 = ;U+/04+7:W, Z=0A+%Y+732. 


Zwischen den neun eingeführten Constanten bestehen die Relationen 


1=ej+0e-+0, l=c«+ßi +71 
1=- + BR, = + BR+y, 
1-44, = +47, 
(7.) 
= 0,4 0,0, +0,0,, = aA +mMYıtYı8ı. 
0 = Pıß: +53 + Ph R 0 = 0,92 + rYr- 7202» 
V=syntypytYsYı: 0 = 34 P3Y3+730;: 


Multiplicire ich die erste Gleichung (3.) mit «,. die zweite mit /,. 
die dritte mit 7, und addire darauf alle drei, so finde ich 














du, Oo’, c’u, o’u, 
mn , | | Pa 
er Er 
o. dt or’ ey 02 
8) Fr = ii - 
1 eu OD _ cw) © 
| 7 (m —) je, — +fı == TI ne. A, 
ca cy C3 cz, 
Nun ist 
n9 ng nN2 N2 2 
ou, ou, cu, cu, ou , ou 
ne ter et tn 
ca oy 02 or oy, 02) 


wegen der Gleichungen (7.). Es muss also, damit die Gleichung (8.) mit 


der ersten Gleichung (4.) identisch werde. 




















ww; : a I OU, „co ,_0% 

r,—n,! — [n,—? iCı=—— + Ih —— + Yı 

\ ? no \ ? 5.4 I N} 2 ı n_2 

a4 N Sr: DE et ioy (Ar? 

sein. oder 

LET; owt E50 o’w 
MN) th = + Pı = + Yı=zt > (Mm) Ft Pr +Yı 
UT a ’ or | ey A 03 
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Fallen die beiden Coordinatensysteme nicht zusammen. so ist diese Gleichung 


nur möglich, wenn 


ist. 
Bezeichne ich 


N un 12 _. VE 


so erhalte ich also statt der Gleichungen (3.) 








du EEE! ou) op UX 
di ae u, a ® 
410.) de ‚oo, or, oo) Hp 
GL Junge Pr AeHepT 5 AA ia 2 ER 
| dt oa oy 2 oy 
du ow, Ow, Ow) oO . 
ae a En Te erg 
dt 0x oy 03 02 


In diesen Gleichungen ist ausser der Dichtigkeit o noch eine zweite 
von der Natur der Flüssigkeit abhängige Constante enthalten. die Grösse n, 
die man zweckmässig die Constante der inneren Reibung oder kurz die Rei- 


bungsconstante oder den Reibungscoefficienten der Flüssigkeit nennt. 


Zur Bestimmung der vier unbekannten Funelionen «, ve, w und p ist 
ausser den drei Gleichungen (10.) noch eine vierte nöthig. Diese ist für 
incompressible Flüssigkeiten 

ou ev 


(11.) (0) — 1 nie 


0a yo 
Damit ist das Problem bis auf die an der Oberfläche stattfindenden Bedingungen 


bestimmt. 


Bevor ich zu diesen übergehe, bemerke ich, dass ich in der gebräuch- 
lichen Weise die partiellen Differentialquotienten dureh das Zeichen © von 
den totalen. für die ich d gebraucht habe. unterschieden habe. Es ist also 








du ou _ cu. ou ou 
— = — +U4— +0—- 40; 
di ot Cx cy 03 
, ' do oe, . %o% ,_®, or 
(12.) (— = — +U — +0— +0 —. 
; di ol OL oy 02 
dıe ow 0ow ow ow 


— — U FO —- +0 —: 
di ot or oy 02 
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$. 3. 

Die Oberflächenbedingungen lassen sich durch Betrachtungen ableiten. 
die den oben durchgeführten so völlig analog sind, dass ich sie nur anzu- 
deuten brauche. Wenigstens bleibt dies richtig für den Fall, dass die Ober- 
fläche sich durch die Bewegung nicht ändert. den ich allein betrachte. 

Diese Einschränkung liefert solort die zwei Bedingungen, dass an der 


Oberfläche keine Geschwindiekeit in der Richtung der Normale derselben 


stattfinde. und dass der Druck an der Oberfläche eleich dem von aussen auf 


dieselbe ausgeüblen sei. den ich mit P bezeichne. Es soll also an jedem 
Punkte der Oberfläche sein 

| 0 = ucos n, 2)+vcos n,y)+wcos n,3). 

= 

wo ich unter ı»,x. (n.y. n,z, die Neigungen der Normale der Oberfläche 
gegen die Richtungen der Coordinaten verstehe. 

Zwei weitere Bedingungen erhalte ich für die Geschwindigkeit parallel 
der Oberfläche. Diese leite ich unter der Vorausseizung ab. dass das be- 
trachtete Hlüssige Medium von einem anderen festen oder flüssigen begrenz! 
werde. Es seien s, und s, zwei auf einander rechltwinklige Richtungen in 
der Oberfläche, 0, und 9, die Componenten der Geschwindigkeit nach die- 
sen Richtungen. o, und 6, dieselben Grössen im benachbarten Medium. ferner 
S, und 8, die nach diesen Richtungen genommenen Componenten der Kräfte, 
deren Componenten nach den Richtungen der x, y, z ich oben durch ÄX, Y, Z 
bezeichnet habe. endlich E eine Constante. Ich construire unter der Ober- 
läche ein rechtwinkliges Paralleiepiped. dessen Kanten ds,. ds, und das 
Element d» der Normale sind. Ich bilde wie oben die Differentialgleichungen 


für die Bewegung dieses kleinen Raumes und finde 





do, 06 \0°0 cool 
ods,ds,din——- = —y z—ds,ds, +1); + —" ‚ds, ds. dn 
dt on \ os os, 
Y 2 ) n 
+E(0,—0,)ds,ds. — - ?_ds, ds. dn—S ds, ds. dn. 
\ l l Os l 2 I l 2 
do, co, \0’0, 00, | 
ods, ds. d1n—- = —n-—ds ds: +n) <—— + ds ds, dn 
N l i - id N) 
dt on os, 08, Fr 


l 


. op , 
+ Ei, —0,)ds, ds; — < . ds, ds, du — S; ds, ds, dn. 
os 


0, 
- 


Dabei ist die Richtung der Normale von der betrachteten Flüssigkeit in die 
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sie begrenzende hinein positiv angenommen. Da in diesen Gleichungen. welche 
(rössen verschiedener Ordnung enthalten, die Glieder eleicher Ordnung ver- 


schwinden müssen, so folgt. dass die Bedingungen 


c6 / 
0 = 7——-+E(o,—0), 
cn 
’ | 
3 
, / 
"en 


s'attfinden. Die Grössen von niederer Ordnung liefern indess keine neuen 
Gleichungen, da sie schon vermöge der Differentialgleichungen (10. 8.2 ver- 
schwinden. 

Die in diesen Gleichungen enthaltene Constante E nennt man. im 
Gegensatze zu der bereits definirten 7, bequem die Constante der äusseren 
oder gegenseitigen Reibung zweier Flüssigkeiten. 

Von den Gleichungen (2.) macht man leicht Anwendung auf den Fall 
einer freien Oberfläche. Ist die Oberfläche frei. so verschwindet E: es 
wird also 


rn "n 


8) 0-5, 0-D. 
ON ON 
Ausserdem verdient der andere Grenzfall Erwähnung, in dem 
E=x 
ist. Dieser tritt ein, wenn die Flüssigkeit von einem Körper begrenzt wird. 
den sie benetzt. Sie haftet dann so fest an demselben. dass sie an der Ober- 
fläche seine Geschwindiekeit hat. Es wird 
(4.) ,=0. %=06,. 


J 


Integration der Differentialgleichungen tür die Coulombzchen Versuche. 
g. 4. 

Die im vorstehenden abeeleileten Differentialeleiehuneen habe ich an- 
vewandt. eine Theorie von Versuchen zu entwickeln. die zuerst von Conlomb 
unternommen und von ihm im dritten Bande der memoires de Institut national 
(S. 246) beschrieben wurden. Der angewandte Apparat bestand im Wesent- 
lichen aus einer dünnen kreisrunden Scheibe. die an einem in ihrer Mitte 
hefestisten Drathe horizontal aufgehängt war. Sie konnte durch Tordirune 
cieses Drathes in Oscillationen versetzt werden. die sie in ihrer eienen Ebene 
um den Drath als Axe ausführte. Diese Scheibe wurde in die Flüssiskeit 


eingelaucht. deren Reibung oder. wie Cowlomb sieh ausdrückte. deren Cohäsion 
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bestimmt werden sollte. Coulomb beobachtete. dass die Schwingungen der 
Scheibe in Folge der Reibung der Flüssigkeit sehr rasch abnehmen: und 
zwar bildeten die auf einander folgenden Amplituden eine geometrische Reihe. 
deren logarithmisches Deerement der vierten Potenz des Radius der Scheibe 
proportional war. 

Später wurden diese Versuche von Moritz *) wiederholt. Leider aber 
sind diese neuen Beobachtungen weder zur Berechnung von Reibungseonstanten 
noch zur Prüfung der Theorie durch die Erfahrune voeeienet. da die Bestin - 
mung des Trägheilsmoments des angewandten Apparates unterlassen wurde. 

Im Besitze der hier entwickelten Theorie der Versuche. erschien es 
mir daher wünschenswerth. die Cowlombschen Experimente noch einmal zu 
wiederholen. Bei der Anstellung meiner Beobachtungen. die ich in Poggen- 
dorffs Annalen gleichzeitig veröffentliche,. richtete ich mein Augenmerk nament- 
lich darauf, die Uebereinsiimmung der Theorie mit der Erfahrung noch strenger 
nachzuweisen, als sie sich bereits aus Coulombs Versuchen ereiebt. Ich 
lieferte so den Beweis von der Richtiekeit der Prämissen der Theorie. also 
der Hypothese. dass die Reibung zweier Flüssigkeitsschichten dem Unterschiede 
ihrer Geschwindigkeiten proportional sei. Ich führte diesen Beweis nicht allein 
[ür eine tropfbare Flüssigkeit. für Wasser, lür welches er bereits durch die 
Beobachtung der Geschwindigkeit der Strömung durch evlindrische Röhren 
geführt worden ist; sondern auch für einen elastisch-Nüssigen Körper. für 
atmosphärische Luft, jedoch mit der Einschränkung. dass in Folge der Be- 
weoune weder Verdünnuneen noch Verdichtungen eintreten. Durch meine 
Beobachtungen der Reibung der Luft ist also der Widerstreit der von Stokes 
und Poisson aufgestellten Gleichungen nicht entschieden. 

Ich werde mir erlauben, von diesen meinen Beobachtungen hier die- 
jenigen kurz mitzutheilen. die namentlich geeignet sind, die Uebereinstimmung 


zwischen Rechnung und Beobachtung hervortreten zu lassen. 


Zu dem Zwecke der beabsichtigten Integration ist es vortheilhafi. die 
Differentialgleichungen (10.) $.2 zu transformiren. Ich bezeichne mit x die 
senkrechte Höhe eines Flüssigkeitstheilchens über dem mittleren horizontalen 
Querschnitt der Scheibe: mit r seine Entfernung von der verticalen Drehungs- 
axe der Scheibe: und mit y den Winkel. den die durch das Theilchen und 
die Drehungsaxe gelegte Ebene mit irgend einer festen, ebenfalls durch die 


*) Pogg. Ann. Bd. iv. 
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chungen (10.) $.2 enthaltenen rechtwinkligen Coordinaten x, y, 
207 4 y=rcosy, s—=rsing. 
Ich bezeichne ferner mit x die Geschwindiekeit des Theilchens. dem 
die Coordinaten x, r, g angehören, in der Richtung von x: mit V die Com- 
ponente der Geschwindigkeit nach der Richtung von r; und nenne w die 


Winkelgeschwindigkeit der Öseillation um die Drehungsaxe der Scheibe. Ich 
setze demnach 


u=u v=Vecospy—rvsing, w=!YVsing+rwcosy. 


Durch Einführung dieser Grössen erhalte ich die neuen Differential- 








gleichungen 
du u. \o’u o (7 ou ) 1 op 
y dt Ada "ron 0), 'r? 09° Er 
v (0V, 0 /0(rV) 10V 20%] op, 
1 d TR l — Er I) +; ie P l uch 
A Kurz W oa "Or \ rör 20 ro or 








jo’vw 0 /öfr Y) = oy 2 orı 1 op \ 
en En 


a En A 
rör \ ror og’ 'r’ ög | r" op 


in denen X, R. F die nach den Richtungen der neuen Coordinaten genom- 
menen Componenten der Kräfte X, Y, Z bezeichnen. 

Die Bedingung der Continuität, Gleichung 11.) $.2, wird durch die 
gemachten Substitutionen 





_. 0u,, OlrV) „ 9Oy 
u EZ 9 | rar 7 


Die Grenzbedingungen entwickle ich unter der Voraussetzung, dass die 
Flüssigkeit sich in einem überall verschlossenen ceylindrischen Gefässe befinde. 
Die Axe dieses cylindrischen Gefässes soll mit der Drehungsaxe der Scheibe 
zusammenfallen. 

Ich bezeichne mit R den Radius der Scheibe. mit R’ den des Gefässes, 
mit c, die halbe Dicke der Scheibe, mit c, die Höhe des oberen Bodens über 
der Mitte der Scheibe. mit ec, die Tiefe des unteren unter derselben. also 
mit c&,--c, die ganze Höhe des Gefässes. Ich nenne ferner w, die Winkel- 
geschwindigkeit, mit der die Scheibe sich um ihre Axe bewegt; und ver- 
stehe unter E die Constante der Reibung der Flüssigkeit an der Scheibe, 
unter E’ die der Reibung an der Wand des Gefässes. Dann sind folgende 
Bedingungen zu erfüllen. Es ist 
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Drehungsaxe gelegten Ebene bildet. Ich setze also statt der in den Glei- 
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» ou n ; 16) 
üür=R 0=nZ--Eu 0=] 0-7 (vn) 
0 2 
-  r= FR 0=7—+Eu; 0=] 0=7-+E'y 
| eV 9 
- z=+c 0=u 0=n-———EV; 0=7r NY _Elw-y,) 
(3.) O2 O2 
oV p 
er = 6, 0 — [2 . 0=? n- Ep EV; V=r 1 +E (v—y,) 
Ah 7 7 N v 
- 1I=6G V=u ; — I -EJ; == er IT) 
OL cr 
Je MN 2 
- =-0 0=u ; — n„——E'V; > POERPI... ZU vw. 
cx cx 


Zu diesen Gleichungen kommt noch die Differentialgleichung für die 
Bewegung der Scheibe um ihre Axe. Auf diese wirkt ausser der Torsion 
des Drathes die Reibung der Flüssigkeit an ihren drei Flächen. Ist z 
das Torsionsmoment des Drathes. %, die Entfernung der Scheibe aus ihrer 
Gleichgewichtslage, so ist das durch die Elasticität des Drathes auf die Scheibe 
ausgeübte Drehungsmoment 

—T{f},5 


das Moment der Reibungskräfte ist an der 


. P| In R * 
oberen Basis Ef I r(w—w,)dpdr, worin 2=(,. 
© u 


"27 R 
unteren Basis Ef Y; r(w—w,)dgydr, - t=—C. 
« . .. x > “Zr "nr 2 \ . 
Cylinderfläche ER’ / f w—w,)dgpd«, - r—=R zu setzen ist. 


Bezeichnet M das Trägheitsmoment des Apparats. so ist also die Differential- 


gleichung für die Bewegung desselben 


d’e BEN i<. an # 
M a. — rg +E/ IR (w— ww), pdE 


R R 


= 
15) 


Diese Gleichung lässt sich mit Hülfe der Grenzbedingungen (3.) auf die be- 
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quemere Form 


d’p, or . AR e, / ow \ 
| Mr = —rp,+ fi R EEE dx 


\ . ıR oyw % - Oo ' 
zur rdr\dy 
| Or /x=eı, \ 0x 3 1, 


bringen. Endlich besteht zwischen g, und w, noch die Relation 


de, 
dt 


v,. 
Ich habe diese Gleichungen vollständig entwickelt. um an dieselbe 
eine nicht unwichtige Bemerkung zu knüpfen. Ist nämlich. wie es bei dem 
Rede stehenden Versuche der Fall ist. alle Bewegung von unabhängig. 
und sind die Geschwindiekeiten so klein. dass ihre Quadrate geren ihre ersten 
Potenzen vernachlässigt werden dürfen. so hören die Differentialgleichungen 
auf simultan zu sein. Es kommen ferner in einer und derselben Grenzbedin- 
sung keine Geschwindiekeitsceomponenten verschiedener Richtung vor. Allein 
die Continuilälsgleichung 2.) enthält » und J. Die Winkeleeschwindiekeil 
v aber wird so von # und NV vollständig unabhängige. Es wird also die 
Oscillation der Scheibe nicht durch solche Strudel im Innern der Flüssiekeil 
alterirt. bei denen die Bewegung in den durch die Drehungesaxe gelegten 
Ebenen und zwar in allen auf dieselbe Weise stattfindet. vorausgeseizi. dass 
die Geschwindiekeiten so klein sind. dass ihre Quadrate vernachlässigt wer- 
den dürfen. 

Andererseits folet hieraus. dass #» und ) bis auf Grössen von der 
Ordnung der Quadrate der Geschwindigkeiten von w und g, unabhängig sind. 
War also die Bewegung zu irgend einer Zeit. z. B. zur Zeit = 0. die den 
Anfang des Versuchs bezeichne. so beschaffen. dass an jeder Stelle der 
Flüssigkeit 

a=0 und = 
war. während nur w, , und g, endliche Werthe hatten: so bleiben » und V, 
vorausgesetzt. dass w so klein ist. dass sein Quadrat vernachlässigt werden 
darf. durch alle Zeit hindurch =0: ist w nicht so klein. dass diese Ver- 
nachlässigung erlaubt ist. so sind # und V Grössen von der Ordnung von 
Ist also der Versuch so eingerichtet. dass die Winkeleeschwindiekeil eine 
so kleine Grösse ist. dass ihr Quadrat vernachlässigt werden darf — was da- 
durch geschehen kann, dass man eine Scheibe von hinreichend grossem Träg- 


heitsmoment M anwendet —, so darf man zugleich # und V vernachlässigen. 
3.” 
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Indem ich diese Voraussetzung, dass w’, mithin auch v und V ver- 
nachlässigt werden dürfen und dass demnach 








dy _ Ow oy Oy 
er a er ty Op 
zu setzen sei, einführe, erhalte ich die einfacheren Differentialgleichungen *): 
Oo (O’y d.r’w | 
lear ="! Er rör \ rör 
op op _ 
| =. ee - ; 


in denen g die beschleunigende Kraft der Schwere bedeutet, die früher all- 
gemein durch X bezeichnet war. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen 
den Druck p im Innern der Flüssigkeit; da indess w von p unabhängig ist, 
so ist die Kenniniss von p ohne Interesse; ich werde deshalb nur die erste 


Gleichung weiter berücksichtigen. 
Die Bedingung der Continuität, Gleichung (2.),. wird in dieser An- 


näherung identisch erfüllt. 
Von den Grenzbedingungen,. Gleichungen (3.),. bleiben nur die sechs 


für vw gültigen. 
Die Differentialgleichung für die Oscillation der Scheibe wird einfacher 


m = Tp+2an IRf = „e 


| sl nr FR. 








$. 9. 
Diese Gleichungen werde ich indess nicht allgemein integriren, da diese 
Rechnung zu so complicirten Endformeln führen würde, dass dieselben zu 





*) Zu diesen Gleichungen kann man auch direct durch Betrachtungen gelangen, 
die denen des $.2 vollkommen analog sind. Ich habe es vorgezogen, dieselben durch 
Transtormation abzuleiten, weil man die Hypothese unter einer scheinbar anderen Form 
einführen müsste. Es ist nämlich z. B. die Reibung an der der Axe zugewandten Seite 
eines Volumenelements rdrdgpdx En 


—n— “2 — rdgde, 
or 


sondern 


= nr I dig dx. 


or 
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praktischen Zwecken nicht mehr verwerthet werden könnten. Zur Erklärung 
der Coulombschen Versuche ist es auch gar nicht nothwendig,. die Winkel- 
geschwindigkeit eines jeden Flüssigkeitstheilchens zu kennen; sondern da die 
Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe der Endzweck der Unter- 
suchung ist, so genügt es, zunächst die Bewegung derjenigen Flüssigkeits- 
schichten zu bestimmen, welche den directesten und bedeutendsten Einfluss auf 
die Oscillationen der Scheibe ausüben, und aus dieser die Bewerung der 
Scheibe angenähert zu berechnen. Der hierhei begangene Fehler lässt sich durch 
vortheilhafte Anordnung des Versuchs beliebig klein machen. 

Die Oberflächen. welche die Punkte verbinden. an denen zu irgend 
einem Zeitmomente gleiche Winkelgeschwindigkeit stattfindet, haben eine ähnliche 
Gestalt, wie ein sehr stark abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen Axe mit 
der Drehungsaxe des Apparats, dessen Aequalorialebene mit der Mittelebene 
der Scheibe zusammenfällt. Je grösser der Radius der Scheibe und je ge- 
ringer ihre Dicke ist, um so abgeplatteter müssen diese Flächen sein, d.h. 
um so grösser der Theil einer jeden, der als eben anzusehen ist. Auf diesem 
ebenen Theile jeder Oberfläche ist die Winkelgeschwindigkeit von der Coor- 
dinate r unabhängig. Für alle diese Stellen der Flüssigkeit berechne ich die 
Winkelgeschwindigkeit und verzichte darauf, sie für solche Stellen zu be- 
stimmen. welche auf den gekrümmten Theilen jener Oberflächen liegen. Indem 
ich aus der Bewegung jenes ersten Theiles allein die Drehungsgeschwindigkeit 
der Scheibe ableite, begehe ich den Fehler, anzunehmen, dass die ebenen Theile 
der Oberflächen eine der Fläche der Scheibe gleiche Ausdehnung besitzen. 
Diese Annahme ist nur streng richtig, wenn der Radius der Scheibe unendlich 
gross ist; sie ist aber mit grosser Annäherung richtig, wenn der Radius der 
Scheibe eine bedeutende Grösse im Verhältniss zu ihrer Dicke besitzt. Sie 
kommt der Wahrheit um so näher, je geringer die Dicke der Scheibe und 
je grösser ihr Radius ist. Das Resultat der Rechnung, der gefundene Werth 
der Winkelgeschwindigkeit der Scheibe, ist ferner um so strenger richtig, je 
geringer der Werth der Reibungsconstante ist. Denn da bei dieser An- 
näherung ein Theil der durch die Reibung zerstörten Geschwindigkeit der 
Flüssigkeit noch als vorhanden angesehen. mithin ein Theil der stattfinden- 
den inneren Reibung der Flüssigkeit vernachlässigt wird. so wird die An- 
näherung an die Wirklichkeit um so grösser, je kleiner die Reibungscon- 
stante der Flüssigkeit ist. Berechne ich also aus wirklich angestellten Beob- 
achtungen nach der so erhaltenen angenäherten Formel für die Bewegung der 
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Scheibe die Reibungsconstante der angewandten Flüssigkeit, so erhalte ich 
einen etwas zu grossen Werth dieser Constanten. Der Fehler dieses berech- 
neten Werthes ist um so kleiner, je grösser der Radius und je geringer die 
Dicke der angewandten Scheibe ist und endlich je kleiner die Reibungscon- 
stante selber ist. Da nun in der Natur diese Gonstante bei fast allen Flüssig- 
keiten in der That sehr klein ist. so ist zu erwarten, dass, wenn die Dimen- 
sionen der Scheibe passend gewählt sind. die Berechnung der nach der 
Coalombschen Methode angestellten Beobachtungen mit Hülfe dieser angenäher- 
ten Theorie Resultate von erosser Genauigkeit liefern wird. 

In der nachfoleenden Rechnung nehme ich ferner zunächst die Scheibe 
als unendlich dünn an; den hierdurch beeanzenen Fehler werde ich indess 
am Sehlusse durch eine Correelion so weit ausgleichen. als es die Genauigkeit 
der Beobachtung erfordert. 

Durch Einführung dieser Annäherungen redueiren sich die Gleichungen 
auf die folgenden: 


ow n Oo w 
Zn 


\ | - = = 
d’p, SR ‚ir o9w op 

_ = -W+ZnkR || —| — 
.r OX /x=c, Or /ı=—c, 


M dt’ 


Die erste dieser Gleichungen gilt streng für alle diejenigen Stellen der Flüssig- 
keil. deren Entfernung von der Drehungsaxe einen gewissen von x abhängigen 
Grenzwerlh nicht übersteigt; die zweite Gleichung gilt nur angenähert. In 
derselben bedeutet e, eine unendlich kleine Grösse. 

Zu diesen Gleichungen treten für die Grenzen der Flüssigkeit noch die 
Bedingungen hinzu, dass 

m) 
Br 2 = V=n T-—E (w—w,). 


ow 
ER R.h A0 „2 ABER 
x I \7 Y). 


© 


A 
0=n—-+FEw 
de > u < v, 


ow 
er 


sein soll. 
Eine symmetrischere Form nehmen diese Gleichungen an, wenn ich 
sowohl in dem oberen wie in dem unteren Theile der Flüssigkeit die Coor- 


dinate x immer positiv von der Scheibe in die Flüssigkeit hinein rechne, also 
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durch x nicht mehr die Höhe über oder Tiefe unter der Scheibe bezeichne, 
sondern die senkrechte Entfernung von derselben. Ich habe dann zugleich 
die Winkelgeschwindigkeiten der oberen und unteren Flüssigkeit, die in kei- 
nem directen Zusammenhange stehen, durch verschiedene Zeichen, w, und w,, 
zu unterscheiden. Dadurch entstehen aus den Gleichungen (1.) bis (3.) die 








folgenden: 
BEER a _ndv 
(4.) ei 
ot oe 0x ot 0 0X 
(5.) ca RR. Y wnR (ey | dw 
* dt” M’!T 2 M \dz "0x /x=u? 
/ 7 En 
0 = fi u" —E (w Y) | 
6. 2 = 0 
(6.) nd | 
a) 
ow, 
0=}% Er -E’w =, 
(T.) ö 
0=nZ&+E = 
na de 4 ıv; un Z— C; 


oder, wenn an den Wänden der Scheibe und des Gefässes keine Gleitung 
stattfindet, 
v=Ww=%1y,; z=0 
(8.) 0 =, = 6 


Um zu vermeiden. dass durch die eingeführte Annäherung das ma- 
Ihematische Interesse an der Aufgabe „eschmälert werde. mache ich darauf 


D- 


aulmerksam, dass die Gleichungen folgendem Experimente streng entsprechen. 
In einem hohlen Cylinder von der Höhe 2e,+©-+-c, und dem Radius AR be- 
findet sich in der Höhe e, oder e, über dem Boden eine Scheibe von elei- 
chem Radius und der beliebigen Dicke 2c,. welche durch die Torsion eines 
Drathes in Schwingungen versetzt werden kann. Der übrige Raum des hohlen 
Cylinders ist mit Flüssigkeit erfüllt, welche die ebenen Wände des hohlen wie 
des vollen Eylinders benetzt. Dagegen findet an der gekrümmten Oberfläche 
des hohlen Cylinders keine Reibung statt, weder von der Flüssigkeit noch 


von dem vollen Cylinder. 
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$. 6. 
Ich integrire die im vorigen $. enthaltenen Gleichungen unter der zu- 
letzt eingeführten Voraussetzung. dass die Flüssigkeit die Scheibe und die 


Gefässwand so beneizt, dass an denselben keine Gleitung stattfindet. 
Vorher aber führe ich einige andere Bezeichnungen ein, durch welche 
die Rechnung bedeutend vereinfacht wird. Zunächst führe ich statt der Coor- 


dinate x eine neue Variabele y ein, und zwar setze ich 
/ m 
1) z=yV—- 
\ J y) 0 
« 7 . . . . . . . . 
Es bezeichnet also y % die von der Scheibe aus in die Flüssigkeit hinein 


positiv gerechnete Entfernung eines Flüssigkeitstheilchens von der nächsten 


Oberfläche der Scheibe. Dem entsprechend setze ich 


/ u /n u 
(2.) 2=ey,» = y-, 


= 


so dass ey und ce #3 die Höhen der Flüssigkeit über und unter der 


Scheibe bezeichnen. Ferner setze ich zur Abkürzung 


T aR'yn 
3) =; in ß. 


So werden die Differentialgleichungen (4.) und (5.) $.5 
a Mm_im Mm_Em 
. ot gi oy’ ’ ot e- oy’ 9 


a d’y, ol 9W, ow, 
(9.) Zr = er +2 ER, 


ferner erhalten die Grenzbedingungen (8.) $.5 die Form, dass 
für y=0O v=Wm=%Yy,, 
(6.) | u Aura 0 = m, 
| - y=c =, 


y -0? 


wird. Zu diesen Gleichungen tritt endlich noch die Bedingung, dass die 
Functionen 9,. %,. %r, y, zu einer Zeit =0, die den Moment des Anfangs 


des Versuchs bezeichne, gegebene Werthe annehmen, dass also 
7) fürt=0 9,=-%; v=P;: m=Ply; %w=Pl(y) sei. 
Um ein particulares Integral der Differentialgleichungen zu erhalten, 
setze ich w, und w, gleich Producten einer Function von y allein in eine 
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Function von ft allein. So finde ich 


vn = {A,sinmy+ B,cosm;y}e”:', 
v, = {A,sinm,y + B,cosm,y\e"’', 
wenn unter den A, B, m Constante verstanden werden. 

Mit diesen particularen Lösungen kann ich die erste Gleichung (6.) 
auf doppelte Weise erfüllen. Ich kann einmal , durch w, und w, bestimmen: 
zweitens kann ich auch noch den Gleichungen (6.) genügen. wenn ich w, =0 
setze. Ich finde auf diese Weise sowohl die Bewegung, welche der Flüssie- 
keit und der Scheibe gemeinsam zukommt, als auch diejenige. welche die 
Flüssigkeit besitzt, ohne sie an die Scheibe zu übertragen. So erhalte ich 


pr ie DT" 





sinm(c—Y) mr, a 

DEE ;, Ir ray." 
(8.) Wr as sın me | Ira J / 
| fi: = ( sin m (e' a: Y) mt ı 9 B | 4 udn 
U Ge Ku sin me e Tu, n' sın n Y ee, . 


Diese Ausdrücke genügen zugleich den letzten Gleichungen (6.),. wenn » und 
n' die Gleichungen 
9.) O=sinne, O= sinne 


Be . . . sT R . ’ 
erfüllen. wenn also » gleich einem ganzen Vielfachen von —. n’ gleich einem 
5 


solchen von Ist; die Zeichen & bedeuten Summen nach allen diesen Viel- 


fachen, B,, B,. und C,, sind unbestimmte Constante. 
Aus der ersten Gleichung (8.) erhalte ich durch Integration nach der Zeit 


Y 
m —m‘t 


OD, = — —e 
pı m 


Ich füge keine Constante hinzu, indem ich mir vorbehalte ©, so zu bestim- 
men, dass dies nicht nöthig ist. 
Der Differentialgleichung (5.) genügen die ersten Glieder der Aus- 
drücke (8.), wenn die Constante m so bestimmt wird, dass 
10.) 0 = m+a—2Pm’(elgmc+ ctgme') 
ist. Für die übrigen Glieder liefert dieselbe Gleichung für je ein Paar von a 
und z’ die Bedingungen 
(11) n=n, 0=B,+B,, 
da sie für jeden Werth von £ gilt. 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft3. 32 
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Die Gleichung (10.), als transcendente Gleichung, liefert ein unendliches 
System von Wurzeln m. Ich erhalte also in den drei Functionen ein unend- 
liches System von particularen Lösungen der ersten Form. Diese treten 
immer auf, welche Werthe auch ce und c’ besitzen mögen. Anders verhält 
es sich mit den Lösungen der zweiten Form. Die Gleichungen (11.) und (9.) 
sind nur zu erfüllen, wenn e und c’ in dem Verhältnisse ganzer Zahlen stehen. 
Nach den Gleichungen (2.) können demnach nur dann Integrale der zweiten 
Form auftreten, wenn c, und c, commensurable Längen sind. 

Dies erscheint auf den ersten Anblick äusserst befremdend. Es sieht 
aus, als sei die Anzahl der particularen Integrale in dem speciellen Falle der 
commensurablen Höhen grösser, als in dem allgemeineren der incommensurablen. 
Es verdient daher die Gleichung (10.) schon hier eine nähere Untersuchung. 

Es lässt sich leicht auf geometrischem Wege beweisen, dass die Anzahl 
der reellen Wurzeln der Gleichung (10.) zusammen mit den gemeinschaftlichen 
Wurzeln der Gleichungen (9.) 

0—=sinne, 0= sinne 
von den Werthen von e und ec’ unabhängig ist; d.h. dass die Anzahl der 
particularen Integrale, so weit sie von reellen Constanten abhängen, in allen 
Fällen dieselbe ist. Hinsichtlich der imaginären Wurzeln kann ein ähnliches 
Bedenken nicht entstehen, da nur die Gleichung (10.), nicht aber die Glei- 
chungen (9.), imaginäre Wurzeln besitzt. 

Genügt der Gleichung (10.) eine Wurzel m, so genügt ihr auch —m; 
ebenso ist es bei den Gleichungen (9.). Führt man gleiche mit entgegenge- 
setztem Vorzeichen behaftete Wurzeln m oder r» in die Ausdrücke für y ein, 
so erhält man durch beide Wurzeln dieselben particularen Integrale. Ich 
brauche also nur die positiven Wurzeln zu berücksichtigen. 

Zum Beweise der obigen Behauptung bringe ich die Gleichung (10.) 





auf die Form A 
. en ’ m’— «a 
I (etgmc-+cigmce ) = 7 Pr 
Ich construire zwei Curven, deren rechtwinklige Coordinaten m und 
m a* 


I 


3, = 4(elgmc-+cigemc), 3= 13 TI 





sind. für jeden positiven Werth der Abscisse m. Die Abseissen der Durch- 
schnittspunkte beider Curven sind die Wurzeln der Gleichung (10.). Die Curve 
&, hat nur positive Ordinaten. Für m=0 ist die Ordinate z,—= x, ebenso 
für m = x»: dazwischen hat z, endliche Werthe und ein Minimum, wo m*— 3a’ 
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ist. Die Curve z, besteht aus Zweigen, deren Ordinaten steil von +» bis 
— oo absinken und dann wieder in +% übergehen. Durchschnitte beider 
Curven werden also bei Werihen der Abseisse stattfinden. welche etwas 
grösser sind, als diejenigen Abseissen. bei denen z, =» wird. Es werden 
daher so viel Durchschnittspunkte auftreten, wie für positive Argumente 
ctgmce-+ctgme' — x 

wird. Stehen e und e’ in incommensurablem Verhältnisse, so geschieht dies 
doppelt so oft, als eine Cotangente für sich x wird. Stehen beide Grössen 
in commensurablem Verhältnisse, so fallen jedesmal dann zwei solcher Punkte, 
an denen die Summe beider Cotangenten x» werden sollte, zusammen. wenn 
m gleichzeitig gleich einem ganzen Vielfachen von . und von =; wird. Es 
fallen also durch diese Specialwerthe der Parameter e und ec’ auch die zwei 
letzten kurz nach diesem Werthe der Abseisse eintretenden Durchschnittspunkte 
der Curven zusammen. Dafür erscheint aber dieser Werth der Abseisse selber 
als gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen (9.). Es tritt also jedesmal 
dann und zwar nur dann eine Wurzel der Gleichungen (9.) auf, wenn durch 
besondere Werthe der Grössen e und ec’ eine der Wurzeln der Gleiehune (10.) 
mit einer anderen zusammenfällt. Damit ist die obige Behauptung, dass die 
Summe der Anzahl der reellen Wurzeln der Gleichung (10.) und der der 
gemeinsamen Wurzeln der Gleichung (9.) von den Werthen der Parameter e 
und ec’ unabhängig sei, bewiesen. 

Die Zahl der imaginären Wurzeln der Gleichung (10.) habe ich all- 
gemein nicht untersucht, da diese Untersuchung mit Schwierigkeiten verbunden 
zu sein scheint. welche zu dem Nutzen derselben in keinem Verhältnisse stehen. 
Ich habe weiter unten für den Fall einer unbegrenzten Flüssigkeit jene Wurzeln 
enjwickelt. Hier will ich nur zeigen, dass der Gleichung (10.) keine rein 
imaginären Wurzeln genügen, und dass sie nur dann complex-imaginäre be- 
sitzt, wenn «, also 7, von O verschieden ist. Dies letztere heisst, physikalisch 
gesprochen, dass die Scheibe nicht durch die Reibung der Flüssigkeit, sondern 
nur durch die Torsionskraft des Aufhängungsdrathes in periodische Schwin- 
gungen versetzt werden kann. 

Dass kein rein imaginäres m der Gleichung (10.) genügen kann, ergiebt 
sich sofort, wenn man in derselben m = bi setzt, wo b eine reelle Grösse und 


i=y—1 ist. Man erhält dann die Gleichung 
eb« 1 e-be ehe’ -4- e-be’ ) 
= 


+ tote}? 








0 = b*-+a*!+2Pb 


eb -e eb. —e 


32 * 
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der weder ein positives noch ein negatives b genügen kann, da alle übrigen 
in ihr enthaltenen Zeichen positive Grössen bedeuten. Der Gleichung (10.) 


genügt also kein m von der Form m = bi. 
Dass m, wenn @=0 ist, auch nicht die Form a-+bi besitzen kann, in 


der a und 5b reell sind, folgt aus dem Werthe des Integrals 





f R i co (— dp 
(12.) Geny ge Le—g) ‚som to —p) dy = metgm, e— m, eig mc. 


sin mc sin m, € 


Sind m und m, Wurzeln der in Rede stehenden Gleichung (10.), so ist 


’ DER se A ' ö hi rn’ 
m Dr dy- "r cosm(e'—y) cosm,(c N 
/ sin mc! sin m, c' 








2Eun sınmc sınm.cC 

(13.) 

B | AN ' A\ m*— m; a* 
— m(elgm,c-+ctgm,e )— m, (elgmc-+ cigme ) = —— ; 
' | m’m) 2P 





\ 
Besitzt nun die Gleichung (10.) eine Wurzel von der Form a-+bi, so besitzt 


sie auch die Wurzel «—bi und, da sowohl +m als auch —m ihr genügen, 
die Wurzeln —a-+bi und —a—bi. Ich bin also berechtigt « und b als 


positive reelle Grössen zu definiren. 
Setze ich in der letzten Gleichung m = a+bi, m, = a-—bi, so nimmt 
dieselbe die Form 


P+ ER r PB a—b’ .«* 
ab I: dy- dy ab GEW 


p’ Te q’ A p) - T q, 





an, in welcher P, P,. 0, Oı. pP» Pı> 9, Yı reelle Grössen bezeichnen. Ist 
nun © —=0, so verschwindet die rechte Seite dieser Gleichung. Die linke 


Seite verschwindet nur, wenn a oder b=0 wird; da aber «=0 dem obigen 
Beweise widerspricht, nach dem m nicht die Form di haben kann, so folgt, dass 


für =0O b=Q0. 


also m reell sein muss. 
Andererseits enthält die letzte Gleichung für @«>>0 den Beweis, dass 


ae — b’ > 0 
oder, da « und 5b positiv sein sollen. dass 
(14) a—-b>VO 
ist. Diese Bemerkung wird in der Folge von Wichtigkeit sein, da sie zeigt, 
dass die Bewegung der Scheibe und der Flüssigkeit mit wachsender Zeit ab- 


nimmt. nicht mit ihr ins Unendliche wächst. 
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Eine zweite physikalisch interessante Eigenschaft von a und b folgt 
aus dem Integralsatze 


. sın m _ mu sin m Zum 
(15.) (mm) f (ey), sinm, (C—'Y) dy = m,elgm, e—melgme. 
0 





sın mc sın m, c 
Sind m und m, Wurzeln der Gleichung (10.), so folgt hieraus 


pi BEL sin m, (c—y) 4 sin m (e'— y) ‚sin m, (e’ — Y uy 











7 sin me sinm, ec sın mc! sin m, c' 
(16.) 
| N t 
m m, (etgm,c+ctgm, ec) — m(etgme +-ctgme') R | E20 N 
2 2 a; 5 y) 
| m’ — m‘ 22 X m’m‘ 


und wird hierin m = a+bi und m, = a—bi gesetzt, so erhält die Gleichung 


die Form 


M? Ach: N Sl ae M7 -- N? = a* ! 
/53 "1 Er +q In y- a ib)" 1,, 


0) 





in der M, M,,. N, N, reelle Grössen sind, und p, pı, 9, 9ı die frühere Be- 
deutung haben. Die linke Seite der Gleichung ist also positiv. Daraus folgt 


AT) (@+)<e@ = VL 
und, da « und b reelle Grössen sind, folglich 
a + b’ > 2ab 
ist. so ergiebt sich, dass auch 
Zab <a‘, 
oder dass 
zT st 


! e en 
ei: " Tue rege I 


ist. Dies heisst, wie sich weiter unten zeigen wird, physikalisch ausgedrückt: 
die Schwingungsdauer der Scheibe ist in der reibenden Flüssigkeit grösser als 


im Juftleeren Raume. 
Durch Einführung der sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (10.) und 


Benutzung der Relationen (11.) werden die vollständigen Integrale der Glei- 


chungen 





C : 
s rn ’ si Pi Ze m  — 2 
| 17 r = Pr Ü,e me 1 Yı —177 = m a ° e ? 9 


m m 








sinm (ce — y). mit neE 
(19.) £7 3,C_ ee +2, B,sinny.e”“", 





‚ sınm(d—ı en mr 
yv = 2,0 EN „gm — 3, B,sinny.e”"". 


ui: sin me’ 
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Hierin bedeutet m eine Wurzel der Gleichung (10.), n eine solche der Glei- 
chungen (9.), ©, eine von m und B, eine von » abhängende Constante; Z, 
deutet die Summation nach allen Werthen von m, 2, dieselbe nach allen 
Werthen von » an. 

In diesen Gleichungen sind nur noch die Werthe der Constanten C, 
und 5, unbestimmt. Dieselben bestimmen sich durch die Gleichungen (7.), 
die einzigen, die noch zu erfüllen sind. Durch Einsetzen der Werthe (19.) 
in diese Gleichungen erhält man 


C 
r, — Bi Ü — u Sn 
7 


m m» 


/ 


sınm(c — y) 
sin me 





(20.) P,(y) z.C, +=,B,sinny, 





f g 
| 7,y) = ZuC, u ER — 2, B,sinny. 


sin mc’ 
Aus den beiden letzten Gleichungen erhält man. sehr einfach den Werth eines 
bestimmten B,, wenn man dieselben mit dem zugehörigen sina»y.dy multiplicirt, 
nach y zwischen den Grenzen 0 und e, respective O0 und ce’ integrirt und 
darauf die untere von der oberen subtrahirt. Es ist nämlich in Folge der 
Bedeutung von m und » das Integral 
esinm(e—y) .. n 
I en .sinny.dy = er 


J sinme 





also von e unabhängig; es verschwinden daher die Factoren der C,, durch 
die Subtraction. Es verschwinden ferner die Coefficienten der übrigen B,, 


und man findet so 


21) B,= - IS Pr) sinny.dy— P,(y)sinny.dy|- 


c+.c 


Fast ebenso verfährt man mit den letzten Gleichungen (20.), um ein C,, zu 
sinm(c— y) 
sin mc 





finden. Multiplieirt man die obere mit dy, integrirt sie zwischen 


den Grenzen 0 und c, multiplieirt man ferner die letzte Gleichung mit 


= un 9° und integrirt von O bis c’, und addirt man darauf beide Glei- 


chungen, so verschwinden nach dem oben genannten Integralsatze aus der 
Summe sämmtliche B,. Irgend ein von C,„ verschiedenes C, erhält nach den 
Gleichungen (16.) den Coefficienten 


m, (etgm,c + ctgm, ec’) — m(etgmec -+- ctgme') 
m’ — m? 





9 
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der nach Gleichung (10.) den Werth 
1 a* 
30mm 1) 


) ER ) 
besitzt. Multiplicirt man also noch die erste Gleichung (20.) mit 38° die zweite 


4 


mit a und addirt sie zu der erhaltenen Gleichung. so verschwinden die 
sämmtlichen C, mit Ausnahme des gesuchten. Durch Benutzung der Glei- 
chung (10.) redueirt sich der so erhaltene Werth auf die Form 











Rey) +f PN... PER Wi 
| 2, F,y) sın me dy F FW sin me! dyı HP 4 „® 
(22.) Ü, —— 2 29) r e' 3a‘ 4 . 
( sin’me " sin’me $ mt | 


Damit sind alle Constanten bestimmt und ist sämmtlichen Gleichungen 
genügt. Das Problem ist also in der angegebenen Annäherung durchgeführt, 
wenn die Gleichungen (10.) und (9.) aufgelöst sind. 


8. 7. 


Ich unterwerfe diese Gleichungen einer besonderen Discussion für 
den Fall einer unbegrenzten Flüssigkeit, in welchem 
ii.) cc =d=w, 
Was zunächst die Grösse » betrifft, so ist sie in diesem Falle allen ganzen 
Vielfachen von =7 gleich zu setzen. Sie wird also eine continuirlich 


wachsende Grösse, deren Differential 
zı sı 


2) ah=—-=— 


C C 
ist. Die äussersten Grenzen dieser Grösse sind O und ©. Die zugehörige 
Constante B, wird unendlich klein und zwar wird 


3) B.=-"/ Ey) Bly)|sinny.dy. 


Aehnlich verhält es sich mit den reellen Werthen von m. (semügt 
der Gleichung (10.) $.6 der reelle Werth m, so genügt ihr auch der unend- 


lich wenig grössere Werth 
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Also auch die reellen Werthe von m bilden eine continuirlich wachsende 


Grösse, deren Differential 
gT gT 
(4.) dm u se = u: 
bi C 
ist. Die Grenzen sind wieder O und &. In dem zugehörigen Werthe von 
C,, (Gleichung (22.) $. 6) verschwinden die letzten Glieder des Nenners gegen 
das erste. Der ganze Ausdruck wird unendlich klein. Eliminirt man die noch 


vorkommenden sin. und cos. von me=mc' durch die Gleichung (10.) $. 6, 


welche die Form 
1 m!’--a* 


! 
cleo me = cle me = — —— 
” ” 4# m’ 


annimmt. so erhält man 


/ | IB y+WP,y) 28 cosmy — 


5.) €, = 89m’ dm- —— zo. 
( ) m / (m -1- a*)’ + (43m?) ’ 


4 | 4 4 
m’-+-a* . @& 
5 — sinmy\ dy + B + —D 


m L' m 








Diese Gleichung gilt indess nicht für die imaginären Werthe von m. 
Es. giebt deren in diesem Falle zwei. Setzt man in Gleichung (10.) $. 6 
m=aHtbi, wo a eine reelle, b eine positive reelle Grösse bedeutet und 
i= y—1 ist, so nehmen die Cotangenten den Werth Fi an, und die Glei- 
chung (10.) $.6 erhält in dem einen oder anderen Falle die Form 

6.) 0 = m’+räßpm’-+0t. 

In dieser Gleichung ist das Vorzeichen des zweiten Gliedes das obere oder 
das untere, je nachdem der in © multiplieirte Theil von m positiv oder negativ 
ist. Diese Bestimmung enthält eine Beschränkung derjenigen Wurzeln dieser 
Gleichung vierten Grades, welche jener transcendenten Gleichung (10.) $. 6 
für den Fall e=ce'= x genügen. 

Ich werde nachweisen, dass hierdurch 5 und a’ eindeutig bestimmt 
sind. dass also die betrachtete Gleichung (10) $. 6 in dem in Rede stehen- 
den Falle nur vier complex -imaginäre Wurzeln von der Form 


m=a+bi, a—bi, —a+bi, —a—bi 
hat; und ferner, dass, so lange die in der Gleichung vorkommenden con- 
stanten Coeffieienten positiv und von Null verschieden sind, immer ein solches 


b existirt. 
Durch die Substitution m = +3 wird die Gleichung (6.) 


7) 0 = #+4ßz#’+0f, 





e 


N 
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Von den vier Wurzein dieser Gleichung können höchstens zwei reell sein. 
Dies folgt aus der geometrischen Construction der Curve 

— 3?+492°-+0* 
für alle positiven und negativen reellen Werthe der Abseisse 3. Durch Dif- 


ferentiation ist 





d ; R 
ud nr 4(2’+3/P2°). 
dz 
d’z ö a 
dz° = 3.4(z +2P 2). 


Beide Differentialquotienten verschwinden für 3=0. Hier hat also die Curve 
einen Wendepunkt. Auf der gan- 
zen positiven Seite sind x und 
seine Differentialquotienten positiv: 
die Curve liegt also hier auf der 
positiven Seite der Abseissenaxe 
und wendet dieser ihre convexe 
Seite zu. Für negative 3 hat r 











ein Minimum für 














2 = — 37. 
Hier wird 
x = a*—3’P* za 
d’z u 2 
- — 36.P". 
dz‘ 
Ist also ei "ER, 


so hat die Curve x einen Verlauf wie die Curve B in der Figur. Die Glei- 
chung (7.) hat also die beiden Wurzeln —z, und —z,. die gleich den Abseissen 
der beiden Durchschnittspunkte der Curve x mit der Abscissenaxe sind. Ist 
wi ae, 
so fallen beide Durchschnittspunkte zusammen, es wird 3 =z,. Ist aber 
(8°.) > 3, 
so schneidet die Curve die Abseissenaxe gar nicht. wie die Curve A in der 
Figur; es hat dann also auch die Gleichung (7.) keine reellen Wurzeln. 
Gilt die Bedingung (8°.) oder auch (8°.). so zerfällt demnach die 
Gleichung (7.) auf folgende Weise in einfache Factoren: 
(») 0 = (3+3)(3+2)(»—-b-a)(3—b+ai). 
wo z, und z, positive Grössen sind. Die ersten beiden Factoren entsprechen 
also keinen Wurzeln der transcendenten Gleichung (10.) $.6. die beiden 
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letzten Glieder nur dann den vier Wurzeln m=+(a+bi), wenn b positiv ist, 
Dies ist in der That immer der Fall, wenn die Coefficienten der Gleichung (7.) 
positiv sind. Indem man die Coeffieienten gleicher Potenzen von z in den 
Gleichungen (7.) und (9“.) einander gleich setzt, erhält man die Gleichungen 
4 = 3, +2 —2b, 
0 = 3» +a+b’—Rb(2,-+ 2). 
0 = (a+b’)(2, +2) —2bz,2. 
ee = z,2(a°+b°). 
Aus der zweiten und dritten dieser Gleichungen folgt sofort, dass 5b positiv 
ist. da alle anderen Buchstaben positive Grössen bedeuten. Ferner ergiebt 


sich aus diesen beiden Gleichungen leicht die Relation 


(@—B’)(3 +2) = (a +6) 2 -— 


und. da hierin nach der ersten der obigen Gleichungen die rechte Seite einen 





positiven Werth hat, so ist 
a —b’ 0, 


was mit Gleichung (14.) $.6 in Uebereinstimmung ist. 

Ganz ebenso kann man in dem Falle verfahren, dass die Bedingung (8°.) 
erfüllt ist. Dann hat die Gleichung (7.) keine reelle Wurzel, sondern ihre 
Zerlegung in Factoren hat die Form 

(.) 0 = (»-b-a)(—b+ai)(+b,—at)(2+b,+ai). 
wo a, a,. b, b, reell sind. Es soll bewiesen werden, dass sie auch positiv 
sind. Ich setze die Gleichung (9°.) der Gleichung (7.) identisch gleich und er- 
halte dadurch die Relationen 

2 = bb, 
0 = a+b+a+bi—4bb,. 
0 = (“+b?)b,—(a+b)b, 
ee = (@+b’)(a-+bj). 
Die erste. zweite und dritte Gleichung können nur bestehen, wenn entweder 
b und 5b, beide positiv oder beide negativ sind. Diese beiden Fälle gehen 
in einander über durch Vertauschung der Buchstaben mit und ohne Striche in 
Gleichung (9°.). Ich darf daher beide positiv setzen, womit die obige Be- 


} 
J 
/ 


hauptung bewiesen ist. Von den Wurzeln der Gleichung (9°.) entsprechen 


daher nur die zwei 
2 — b+ta 


Wurzeln der transcendenten Gleichung (10.) $.6 und zwar den vier Wurzeln 
m — +(a+bi). 
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u % 


t. Diese Gleichung hat also in allen durch die Ungleichheiten (8.) characterisirten 
) Fällen zwei Paare complex-imaginärer Wurzeln. Aus der zweiten und dritten 
n der letzten Gleichungen folgt ferner 
N 0 = (a?+b’) (b—b,) +2 (a’—b)b,. 
und daraus nach der ersten Gleichung 
a —b’ >O: 
dagegen ergiebt sich ebenso 
0 = (Ü+b)(b,—b)+2 (a —bi)b, 
a— bh <d. 
| Im Folgenden habe ich somit ausser der unendlichen Reihe reeller m 


von den Wurzeln der Gleichung (6.), theils wegen der erwähnten Beschrän- 
kung, theils weil gleiche Wurzeln mit entgegengesetziem Vorzeichen in den 
Endausdrücken der w sich nicht trennen, noch zwei, etwa 

n —= ta- 


bi, 
zu berücksichtigen. Die angenäherten Werthe dieser Wurzeln sind für den 


Fall eines kleinen 
+ta+bi = ie 
) 


Für diese complex-imaginären Wurzeln nimmt die Constante €, 


+, 


(Gleichung (22.) $. 6) eine von der für die reellen m gültigen verschiedene 
Form an. Es verschwindet für m = ta+bi, =, = x die Grösse 


C, 0; 








sin’me, ° sin me, 
im Nenner der Gleichung (22.). Der übrige Theil des Nenners lässt sich 
durch die Gleichung (6.) auf eine bequemere Form bringen. So erhält man 


22] IP, + WP,Gp}teos(tatbi)y + isin Fa+bi)y}dy+ P,- er ® 
(+a+bt) 
(10.) 5 bi — > - BE un nz Ze 
\ ta-+-dz 
(1:3; u 


+a-+bi 








Aus diesen Elementen lassen sich die Funectionen y,. w,. w, und w, 
vollständig entwickeln. Für jede dieser Functionen führe ich drei neue 
Functionen ein. Ich setze 


(0) (1) " (2,3) 
\” = 9 +9ı TP"-» 
(0) (1) , (2,3) 
v,=vYy +Y TV 


( { 

(11.) (0) (1) , (3) 
[7 - u tun +w’. 
m, „89 

EEE TE TEN 

und verstehe unter den Functionen mit dem oberen Index (0) diejenigen Theile, 


die mit & verschwinden; unter denen mit dem Index (1) die mit %, ver- 
33” 
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schwindenden, und endlich unter denen mit dem Index (2,3) oder (3,2) die- 
jenigen. die für %,(y)=0 und #(y)=0 fortfallen. Jede dieser Functionen ist 
aus drei Gliedern zusammengesetzt. Das erste dieser Glieder ist das par- 
tieulare Integral. das von der Wurzel m = +a-+bi herrührt; das zweite 
schreibt sich ebenso von der Wurzel —a-+bi her. Ich werde im Folgenden 
diese beiden Glieder, die sich nur durch verschiedene Vorzeichen unterschei- 
den. durch die Bezeichnung zu einem zusammenfassen, indem ich unter einem 
Summenzeichen &' beide Vorzeichen andeute. Das dritte Glied jener Functio- 
nen ist aus den partlicularen Integralen der sämmtlichen reellen m und der 
mit ihnen zusammenfallenden » entstanden. Dieselben vereiniven sich nach 
der obigen Discussion der transcendenten Gleichungen zu einem zwischen den 
Grenzen O0 und x auszuführenden Integrale nach dm — dn. 

Statt der gesuchten Functionen, Gleichungen (11.), entwickle ich eine 
allgemeinere Function z, die in derselben Weise aus drei anderen Functio- 
nen zusammengesetzt ist. 

12.) y=z" 420 4289. 
Durch specieile Annahmen erhalte ich aus dieser die vier gesuchten Functionen. 

Ich bezeichne zur Abkürzung 

43.) I) = 2 vr er a°) sin my} gm 

’ (— m’) |(m* + @*)’ + (4m) 
und unterscheide die Werthe, die diese Function für verschiedene Parameter 
p und q annimmt, durch Indices, so dass ich den Werth von p unten, den 
von q oben an den Buchstaben J setze; ich bezeichne ferner 

(14.) F(y) = jcos(2abt—ay) + isin (2abt— ay)\ ee, 


Dann kann ich die Functionen % schreiben 
a* 


dm 





TU. 


&D 
al a+bi u 


(5) 2la+bi+ 3Bi} 








F(y) h HeBIy). 


/ 


wr (at bi) P 
zT bi)’ 2atbi-api] ft \ (m HA). 


5) g (ar bi)ß / 
(GER )  a+bi+ 3Bi N Friyı +P,; Yy.,F(y: Hyı,dyı 


di 2 rt Ryıldlyryı)dy 





1 +%. «X 
15 / / P, (yı, jeosm y—y,)— cosm(y+yı)je””" "dmdy,. 
: v 


Hierin hat das Zeichen = die oben erwähnte Bedeutung. 
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Aus dieser Function z% erhalte ich g,. wenn ich y=0 und qg=1 
setze; w,, indem ich y=0 und g=® selze: w,. wenn g=0 gesetzt, und 
endlich y,,. wenn ausserdem noch die Indices 2 und 3 vertauscht werden. 
Dass dies richtig ist, ersieht man leicht aus den entwickelten Ausdrücken, die 
fast unverändert eingesetzt sind. Es ist nur, um Verwechslungen zu ver- 
meiden, die in den Gleichungen (3.). (5.) und (10.) vorkommende Integration 
nach y durch eine solche nach der neuen Variablen y,. ersetzt. Es ist ferner 
die Ordnung der Integrationen nach dm und dy, vertauscht. was erlaubt ist, 
da die Grenzen beider Integrationen O0 und » sind. Endlich ist das letzte 
Glied von x” durch theilweise Division in zwei einfachere aufeelöst worden. 

Die weitere Transformation der Ausdrücke hat zunächst den Zweck. 
die Integrale J auf gewisse transcendente Functionen zurückzuführen. die den 
ersten Gliedern in jeder der Funclionen % ganz analog gebildet sind und. wie 
diese, die Constanten « und b und ausserdem «a, und b,, respeclive z, und 2,. 
die Bestandtheile der anderen Wurzeln der Gleichung (6.), enthalten. 

Es ist nämlich der zweite Factor im Nenner des Integrals J Gleichung (13.) 

(m*-+.«*)’ + (4Pm°)" 
nichts Anderes als das Product der rechten Seite der Gleichung (6.) mit dem 
oberen Vorzeichen in dieselbe mit dem unteren Vorzeichen. Es ist also 
(16.)  (m’-+a*)’+(49m’)” = II(m’— u‘), 
wo das Zeichen 77 das Product der vier Werthe der Function m’ — u’ be- 
zeichnet. in welchen das Argument «° gleich den Quadraten der Wurzeln 
der Gleichung (6.) gesetzt ist. Die vier Werthe von « selber sind also ent- 
weder die Wurzeln der Gleichung (6.) für das obere Vorzeichen, oder die- 
jenigen für das untere. Um in der Folge die doppelten Vorzeichen zu 
vermeiden, setze ich fest. dass « den vier Wurzeln der Gleichung (6.) für 
den Fall des oberen Vorzeichens gleich zu setzen sei, dass also 
(17.) 0 = wW*+o*+4ißpu’ 
sei. Ich werde weiterhin voraussetzen, dass die Bedingung ($‘.) 
 —=_ß, 
welche für kleine Werthe der Reibungsconstanten eilt, erfüllt sei. dass also 
die Wurzeln der Gleichung (17.) die Formen 
18.) u= +ta+bi, +a—bi 

besitzen. 

Demnach erhalte ich, wenn ich das Integral J in Partialbrüche zerlege, 


vier Terme, welche von diesen vier Werthen von « abhängen. ausserdem 
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für den Fall. dass g>O ist. noch Glieder, welche von der Wurzel m = 0 
des Nenners der Gleichung (13.) abhängen. Man sieht indess leicht ein, dass 
diese Glieder der allgemeineren Function % aus den gesuchten Specialwerthen. 
den Functionen $ und y, verschwinden, da in diesen die Parameter p und g 
nur die Werthe 0 und 1 annehmen und da insbesondere, nur wenn y = 0 
zu setzen ist, gleichzeitig p=0 und qg=1 ist. Ich kann daher jene Glieder 
gleich hier fortlassen und erhalte so durch Zerlegung in Partialbrüche unter 
Benutzung der REIN (17.) 


” (ira) F EP Pen . Be mt ! 
ci Aus = in Er m’— u + )\- 


wo die nach « auszuführende Summe sich auf die unter (18.) ER 





Werthe bezieht. 





Da ich in der Folge gezwungen sein werde, den Ausdruck in einer 
Weise weiter zu transformiren, die für den Werth {=0 nicht erlaubt zu sein 
braucht, so halte ich es für zweckmässig, hier einen Beweis dafür einzuschal- 
ten, dass für £=0 die gefundenen Werthe der Functionen 9, %,. Wr. W; 
wirklich gleich den gegebenen &, %,, #,, 7, werden. Ein besonderer Nach- 
weis hierfür scheint mir namentlich deshalb zweckmässig, weil das Auftreten 
der doppelten transcendenten Gleichung für m und » Bedenken erregen könnte. 

Aus Gleichung (19.) folgt für = 0 


> u?) vA dm cos my I dmmsinmy \) 
q EEE 
20) WM T er) wo Zi JE 


wo (J(y)) den Werth von J(y) für £=0 bedeuten möge. Den Werth der 
hierin vorkommenden Integrale erhält man für positive y durch ein- und zwei- 








malige Differentiation nach y aus dem des Integrals 


| v ” dmsinmy 
N = 
/ m (m? — u’) 


Man findet aus der EN 
Y m = FH N+; 
0 = Er HaeN4 FF: ’ TATEN, 


indem man beachtet, dass für y=0 auch N=0, dass für y=» aber N 
nicht = werden kann, für positive y 


'* dmsinmy 71 
- n —__ __ pl) 2 ci . 
J m(m’— u’) u’ 1—e I» wen u=+ta+bi, 





"* dmsinmy nr ai en 
ei 1, W = — bi? ist. 
/ u ©, f1-—e®}, wenn u=+a-—b, 
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Daraus folgt, unter derselben Bedingung y 0, 


für u=sta+bi, u=+a-—bi, 


X 
en era a N. in 
21. m’ — u?’ 2u . 


J 
I. msin ne en Loy pl) 


Es BIRNEN Em aus der ER (20.) die von +a,—b,i abhängenden 
Glieder, und man erhält unter Anwendung der in den Gleichungen (15.) ge- 





( 





brauchten Bezeichnung durch 


| WVrn BR ug u 
22.) (Jiy)) = Ze) 21a bi 135 Fy)y 


wo wieder (F(y)) den Werth von F(y) für £=0 bezeichnet. 








Setzt man, indem man g=0 nimmt, diesen Werth in die Gleichun- 
ven (15.), so erhält man für = 0 


vw —=-0; w=_0(; 
W — s, # dmdy, P; (yı) ){cosm ( y—yı)—-cosm(y+yı) )} = P,(y), 


also wird für 2=0 und y>0 


= P,(y) 
(23.) und ebenso 


v, = P;(y)- 
Für y=0 folgt aus den bewiesenen Gleichungen, da y, immer >0 
ist. für =0 
24.) W”=-0, H—=0. 


Die übrigen vier Functionen hängen ab von dem Integral 


m u? (Pr 9) “ dm \ 
25) GO) NEE won 


Nun ist 
> dm 1 r m—a-+-bi Er m+a—bi \ 
ar —(a+bi) u /® -bi) u dm (m—a)?’-+b? 4 u -a)’+2°) 
e. 1 Jun. € (m 2bm ‚|- ER. 10 
2 (a+bi) wen ar | u) Bayer, e+b’— m’, 2(a+bi) 


f’ dm ni 
m’—(a—bi) 2(la—bi) 


0) 











und ebenso 
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Also erhält man aus Gleichung (25.) durch Ausführung der Integrationen 














si (ta + bir (Ha, — bi)rten-i 
— a 94 l I u l TER: 
Er ae | 
oder 
IE \ \ eh „rlarbh ein (aber 
(26.) Gi 0 = 1) =, a+(b+3Ni a,+-(b, 3: | 


Setze ich diesen Werth mit den vorgeschriebenen Parametern p = 0 
und p=1 in die Gleichungen (15.),. nachdem in denselben y=0 und t=V0 
gesetzt worden ist, so werden die ersten Glieder der Summe (26.) durch die 
Hälfte der ersten Glieder der Gleichungen (15.) zerstört. Ich finde demnach 
folgende für y=0 und £=0 gültige Werthe der Functionen x und x: 
(atb)r (ab) ) 
-(b+3M)i "a r(b — 3H)i 


ar 
(atbiytt (Ha) 
a+(b+3Ni ' ar 3 





0) (—1)?4 8 


|? | |o' $, 


(27.) 





oder, wenn ich unter & wieder eine Summe nach den unter (18.) aufge- 
zählten Wurzeln der Gleichung (17.) verstehe, 
|) KT) 











Zn 4 
ae iz 
\ ur ' . 

2° = (1 4% 2 


Der Werth dieser Grössen als symmetrischer Functionen aller Wurzeln der 
Gleichung (17.) lässt sich aus dieser leicht bestimmen. Man hat zunächsi 


z_ Mi iu 

a © - (Z log /T(Auwi 33)), , 
Substituire ich nun in Gleichung (17.) 

v=kwni—dP, u=— —(v+ 3). 


so wird dieselbe 
0 = (v+3P) 4 +3Py Het = flv). 
Demnach ist 
II kw—3P) = II(v) = f 0) = era — (44-1) (3P)*. 
Setzt man diesen Werth des Productes ein, so findet man als Werth der ge- 
suchten Summe 


ar Ze 





ui — 3 





- 
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Ferner ist 
1 1 1 1 


S ER 2 y Bi 


TR, Bir, Fa 
ee 2 ae 
Nun ist ID —, als neeativer Coefficien! . ersten Potenz von « in Glei- 

u 
chung (17.), dividirt durch das constante Glied derselben. «leich Null: aus 
demselben Grunde ist die zweite Summe gleich Null, da f(v) für 21 die 
erste Potenz von v nicht enthält. Es ist also 


Br rn 
Endlich ist pa 


x 1 au a Bu‘ i m. | 1 ! 1 1 } 
li —3H) 32T \ nu’ 3B u? (3) u (IP) wi—3%)’ 
und hieraus erhält man auf dieselbe Weise 
a ne 
(ui)’(wi — 3P) a‘ 


Wendet man diese Theoreme (29.) auf die Formeln (28.) für q = 0 


und g=1 an, so findet man für t=0 


(30. ( 
\ ) I.” -b,. yı -0 


und hieraus in Verbindung mit den Gleichungen (24.) 
FM) vr er Be t=0 
Somit ist bewiesen. dass die vier Funclionen p,. W,. %r. , für den 
Werth ihres Arguments £=0 wirklich die beliebigen Anfangswerthe dar- 
stellen. Es ist also bewiesen, dass die aus den Gleichungen (15.) sich er- 
sebenden Ausdrücke dieser vier Funclionen das vollständige Integral der 


Gleichungen enthalten. 


Zum Zwecke der für endliche Werthe von £ geültiven Transformation 
der Gleichungen (15.) bringe ich den in Gleichung (19.) angegebenen Werth 
von J auf eine bequemere Form und zwar mittelst der folgenden bestimmten 
Integrale. 

Es ist, wenn m reell und 


u —= ta+bi: u= +ta—bi ist, 


«LK ° 
/ du. cosmu.. ee" = — —  S/ du.cosmu.e +“ — er 
) m’ 2a ee w’ 


0 


Lv # 
s 1 m 
/ du .sinmu .e"" — ud du .sinmu. ee" = ——- 
m?’ — u — u? m — U 


0 
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Durch Benutzung dieser Theoreme erhalte ich aus der Gleichung (19.) 


| Fa+ bin Tg“ 
Iu)=(-1y —{z C _— dm.du.cosm(u—y). et". et" .e" ') 
\J. RR Zul ı ta- bi+3ßi u y) | 
() 0 


BE DEE 4)- $ F: ) 
Pi (I: hin “ns Fra, U n- b;u mtl 
2 bir aß dm.du.cosm(u+y).e"".e”'“.e )\ , 


in welcher das Zeichen > die bereits pag. 260 erörterte Bedeutung hal. Da 





die Ordnung der Integrationen vertauscht werden darf, so kann ich zuerst 


nach dm integriren und erhalte so 





(u—v)‘ 
1 ba + bi)? Lau Eur = ng 
1 NG „Friar u > bu > +1 
J(y (— jyeH' Avn 2 il >(- Kg. | el du. € > . [4 . € 
Yrt _ hir f) 
G | 4a, -b rc äh 20 +tia,u bu = 
— Eu u - 
bi- -3Pi Ä 
( 
. ’ n— | 
Im ersten Integrale ersetze ich byt- 5 n und im zweiten 5, yt-ı er ’ durch 
V 
eine neue Variable. Indem ich zur Abkürzung bezeichne 
i ‚3 vn a ;ö 
G(y) = e!e / du fcose tisinele“ , 
14 
% 
Ww/... / 2 _u° 
G'(y) = e') ef dujcose, Fisine,\e“, 
u, 
worin 
= a(luyt—Rbt+y). 0, = a, (Zuyt—Rb,t—y) 
gesetzt ist. und die Grenzen 
/ Yy Y 
a—=byt— ——. = byitr5n 
Try = Ayitzy 
sind. erhalte ich 
A 


ar: EM (ar bir) (a, tb 
‚29 | _4\whı__)y ya 
(32.) = (1 2yr | Die a+(b4-3P)i en 7 >(“ at (b 


u 


Damit ist die Function J auf eine Form gebracht. welche der der 
übrigen Glieder der Funetionen 2 (Gleichungen 15.) vollkommen analog ist. 
Sie unterscheidet sich im Wesentlichen nur dadurch von jenen, dass die 
Funelionen G (y) und @’(y) statt des in F(y) enthaltenen Factors e *” eine 
Klasse von Integral- Transcendenten enthalten, welche indess mit den Ex- 
ponentialgrössen sehr nahe verwandt sind. 

Um die gesuchten Functionen y, und w in übersichtlicher Gestalt zu 


erhalten. hat man nur noch nöthig, die nur durch verschiedene Vorzeichen 
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des Imaginären unlerschiedenen Glieder der Gleichungen (15.) und 32.) auf 
oleiche Benennung zu bringen. Man findet dann aus den Grössen a. b. : B, 
zusammengeselzle Coefficienten, welche sich durch die aus der Gleichune (17.). 


für «= abi direet und nach Multiplication mit (@-bi)’ folgenden Relationen 


0 a — ba’ bb Ah Bar — b). 
lo bla —b’)— PB (30’— a’), 
l" = (a + 6)’ — + (36° — a’) 


J “ 


0 = (b+4P)(a’-+b’)’— orb(3a’—b*). 


in denen a mit a, und zugleich 5 mit — 5b, vertauscht werden darf. verein- 
fachen lassen: zum Theil können sie durch die Gleichungen (29.) auf ein- 
ander zurückgeführt werden. 

Indem ich das Endresultat der Rechnung angebe. führe ich für die 
Coefficienten folgende Bezeichnung ein 








% ß b-+-3# . b, — 33 
= BD -TIuranr = Bd —— : 
a’--(b +39) a (b,—3P) 
d ’ a 
k,=ß ———r: = — 
(34 ) } v) I dad (b r 3A)" - l a‘ -+-(b, —38y 
: aa’ . a’a? 
B: = ] 73 u u. Ir ne Zu 317 am) 
(a --b)la’--(b--3)') b, Ca, --bi)(at +(b,—3P)‘) 
u 1  _a(2b | 3P) i ; ur. a, (2b, — 3P) | 
’ Ca’ + b’)(a’ -+-(b-+-35)’)’ B (a? +bi)(a?-+-(b, —3P)') 
Ferner bezeichne ich zur Abkürzung 
(35) | — Zabt — ay 3, = Ra,bıt+tay 
(39. | 
F—Rabt—a(y+y) 9=?abt+aly-+yı) 
und 
C/ 0 = “2 Be u. 0 { 2 Be . 
(-y) = Yn du.cos(Zauyt)e "; (y) = 7a du.cos 2a,uyt)e“ , 
(36.) | Pen u 
IS( y) = 7) du.sin(2auy)e“ : S'(y): 7 du.sin (2a,uyDe“ . 
\ u U, 
worin die Grenzen # und x, die frühere Bedeutung 
y 2 
u=byt— =, u, =b,yt+z 
Tzyı ıy ray 


haben: und endlich setze ich 
3” 
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U-y) = e"e''f(e Se y))ecos#—S(—y) sind}. 
IV(-y) = eretf(e"!—C(—y)) sin $-+S(—y)cos9. 
U'(y) = eve! t(C'(y)cos9, +8’ (y) sin Al, 
NV) = ever’ t(C' (y) sin 4, —S’(y)cosH}. 

Von den gesuchten Functionen $. %. Yr. %, bilde ich nur g, und 
y». weil sich aus letzterer unmittelbar w, und %, ergeben; und zwar w, 
durch Vertauschung der Indices 2 und 3, und ,. indem man 4 —=0 setzt. 


Ich erhalte so 








(0) | (1) 


| = m + +’ 

0 EN kU-y)+kU'(y)—k,V-y)—kNV'(y)}: 

nn = #ll-3h)U(—y)+ (143%) U'(y)— 33h, V(—y)+3k: N’ y)ı, 
N = Bf) + BA 3K)U- gg) +4 3h)Uy-yn) 
3 Pl y—yı)+ 3; NV (y+yı)layı 
FF P,(yı)yeosm(y—yı)— cosm(y+yı)je ""dmdy,. 





i 


4 « 


Ganz ähnlich wird 





BR ()) , (1) , (2,3) 

% = ı rPı +YPı °? 
\vr — PI(1-+-Kk)U(0)+(1—k,)U’(0) 4,1 (0)—k,1’(O)}. 
(39)? = Lt MUO)-—  1MU'(0)-+%V(0)-4-K, 7’ (0). 


u a 
(>. ur fe Yyı By) BUY) BU’yı) RN yı)ı ll '(yı)layı. 


Ich wende diese Formeln zunächst auf den Fall an, dass keine Reibung 
stattfinde, dass also 7, folglich auch %—=0 sei. Dann folgt aus der Gleichung (17.) 
a=b=a1=b,=ayt, 

es wird also auch 

h=h=-kh-h=-0, b=he-l. 
Darnach ist aus den obigen Formeln für y=0 leicht der Werth von g, und 
y, abzuleiten, der ohne Reibung stattfinden würde. Dagegen ist bei der Bil- 
dung von vr, und y, einige Vorsicht nöthig. Da im Eingange von $. 6 die 


Substitulion 


=, o 








d 
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gemacht ist, so wird, wenn 7 sich der Grenze O nähert, für jeden endlichen 
V 
verschwinden also die Integrale C’(y) und S’(y). ferner S(--y), während C(—y) 


Werth der Ordinate x die Grösse y sich der Grenze & nähern. Für » 
den Werth e‘“’ annimmt. Es verschwinden also für „—=0 und x > 0 die 
« . / . \ 2 a . i f 
Funetionen U(—y). U’(y)». I(—y) und V’(y). Was endlich das letzte in 
we vorkommende Inteeral anlanet. so erhält man aus demselben. indem 
man in demselben 


ey 1 , R 2, =, y ü m | : =n 


Sy e 


selzt. die Form 


7 
/ 


x a di} , ? 2 n ? 
/ / ve, | >, { cosa (2 — ı,) — cosa (x - X)! e * dnd.ı,. 
V 0 


welche unzweifelhaft zeigt. dass für „—=0 der Werth des Inteerals 
| 0 
P, (x | 2) 
N 


Die Formeln (38.) und (39.) geben also für 7 = 0 


(V (V (0) ö F 9 (V er 
w, ) = 0. U; ) ==> 0, Y, = — ad sın «” !. p, ) — J cos at, 
A (N 0) . () gun... 
Y, ) > 0. U; Ban 0, ur -— r cos ur !. G, are ar r sın a t. 

(2,3 rp (2,3) a1r (2,3) (2.3) 
Ww, , ) m P.. VW, — A v, — 0. p, V. 


d.h. wenn in der Flüssigkeit keine Reibung stattfindet, so behält jedes Theil- 
chen der Flüssigkeit seine anfängliche Bewegung durch alle Zeit hindurch, 
während die Scheibe Pendelschwingungen macht. deren Periode 


ie Mir 1 
,=4=ny- 


ist. 

Findet Reibung statt, so muss, wenn diese Reibung. wie die Erfahrune 
lehrt. einen geringen Werth besitzt. die Bewegung der Scheibe diesen 
Charakter im Allgemeinen beibehalten. Die Bewegung der Flüssigkeit daveven 
wird durch die Reibung wesentlich alterirt, sie verwandelt sich ebenfalls in 
eine periodische pendelarlige Bewegung. Um dieses aus den entwickelten Glei- 
chungen abzuleiten. ist die Kenntniss der Constanten a, b, a,. b, sowie eine 
nähere Untersuchung der Functionen C, S, C’ und S’ erforderlich. 

Gestützt auf die Thatsache, dass die Reibungsconstante 7 aller bekann- 


ten Flüssigkeiten klein ist. entwickle ich a, b, a,, b, nach aufsteigenden 
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ie ia fm Bu En s RN‘ s \ 

Potenzen von 9 oder, was auf dasselbe hinauskommt. von y»). Diese Ent- 
wicklung lässt sich sehr einfach ausführen. wenn man eine der (durch die 
Cartesianische Methode zur Auflösung biquadratischer Gleichungen sich er- 


vsebenden) Gleichungen 


0 = (bb,)- z [bb,+ß°) 


benutzt. Da jede dieser Gleichungen nur eine positive reelle Wurzel besitzt. 
so bestimmt eine derselben, verbunden mit der aus der Gleichung (9°.) abge- 
leiteten Relation 
b—-b, = —?2P, 

b und 5, ohne Zweideuligkeit. Aus den so erhaltenen Werthen findet man 
a und a, durch die Gleichungen 

53 c a > ) b o& 3ß 

b’=a@ —— ud a=b-—-, 

E m 

welche sich leicht aus der Bedeutung der Coefficienten der Gleichung (17.) als 
symmetrischer Funetionen sämmtlicher Wurzeln der Gleichung ableiten lassen. 


Man findet auf diese Weise 








ie ui Be, 
y2 2y2 a a’ sy2a 
Ben 3 F 2 pP" 15° P' 
a; ‚7 9,/9 & a? 3/2 a 
(40.) - -y- 2 
b “- 2 % 3 fr) 15 ß" 
rn Fra Sy2 a’ 
b, = Beh ‚BB 3 A ki 15 e | 
u Ba Sy2 a’ | 


Es lolgt hieraus die Bestätigung der wichtigen Bemerkung, dass a — b ist, 
dass also das Product der beiden Exponentialgrössen e’' und e “’ in den 
Gleichungen (37.) für {= » verschwindet. 

Was ferner die Funetionen €, €’, S und S’ betrifft. so ist zunächst 
zu bemerken. dass auch diese für 2= x verschwinden, wenigstens so lange 
y endlich bleibt. Für £= x verschwinden deshalb auch die Functionen 
und g,. obschon C und S in eine für {= x ins Unendliche wachsende Ex- 


ponenlialgrösse multiplieirt sind. Denn es ist, da # nur reelle Werthe hal. 


1<eos2auyt<1. —1 << sin2auyt <1, 
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Y r % Ü 


folglich ist 


»% «SF. I. 
/ du.e”- / du.cos(2auyt Me / Br, 


dd id id 


I. (SI. s/ 
/f du.e “ <f du .sin (2auyt).e * / u.e. 


Von diesem Inteeral ist aber bekannt. dass es sich mit wachsendem « weil 
rascher der Grenze Null nähert als die Exponentialgrösse e “. Es müssen 


sich also auch die Integrale 


L 


Pr 2cc 
/ du.cos(2auyt).e“ und / du.sin(2auyt).e “ 
2 4 
mit wachsendem # noch weil rascher der Grenze Null nähern, als die Exponential- 
orösse e “. Es verschwindet also für =» das Product der Exponentialgrösse 


n 


2 2 . sn . . . “ 5 r 2) 
e’ ', resp. e’'‘ mil posilivem Exponenten in eine der Funelionen € und 8. 
Es verschwinden mithin für ?= x die Functionen ıy und g,. 

Dies gilt indess nur für endliche Werthe von y. Wird y = x gesetzl, 


t aber als endlich angenommen, so wird nach den Gleichungen (36. 


Cl ©) ee & wir Ü'(&) = 0, 
S(-o)=0, S'’(oo) =, 


und auch diese Werthe machen w, und y,—=0. Diese Funelionen nehmen 
also ebenfalls mit wachsendem y. folglich auch mit wachsendem . ab. 

Werden y und f beide — x gesetzt. so wird C(--y) unbestimmt, e “' 
oder O0, je nach der Ordnung der beiden ®. In beiden Fällen wird aber 
v0 und y, =. 

Für den anderen Grenzwerth 2=0 geben die Gleichungen (38.) und 
(39.) ebenfalls richtige Werthe, obwohl die Transformationen für diesen Werth 
nicht erlaubt zu sein brauchen. Es ist nämlich in Folge der «vemachten 
Substitutionen (p. 266) 


70 für y=-0 und t=dÖ, 
dagegen 


7 ur yie für Ü >= 0 und f— VÖ. 
; \ 


Es ist demnach für 1— 0 
C-y)=1; Cy)=0, 9y>®, 
CO)-}, c(0)=} 
C-y-9)=1, Cy+y)=0, y—0 


“ . 
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und 
sy)=0, Sy. 
S(-y—yı)=0. S’(y+yı)=Vd. 
Selzi man diese Werthe ein. so findet man. in Uebereinstimmung mit den 
Bedingungen der Aufgabe, für = 0 
ep ei wer eo 

Auf dem bereits erwähnten Verhalten der Integrale €, 0’, S und S’, 
mit wachsender unterer Grenze äusserst rasch sich der Grenze Null zu nähern, 
beruht eine für den Zweck der Beobachtung sehr brauchbare Annäherung, 
deren die Gleichungen (38.) und (39.) fähig sind. Hat f einen mässig grossen 
Werth erreicht. hat also die Scheibe einige Pendelschwingungen ausgeführt, 
so verschwinden die Integrale C, C’, S und S’ gegen die Exponentialgrösse. 

Die Function C nähert sich periodisch von der Zeit =0 an mit 
:aschen Schritten dem Grenzwerthe O0. ebenso C’ für das Argument y =0, 
also auf die Scheibe angewandt. Für ein y>>0 wächst C’ anfangs mil 
wachsendem £ bis zu einem Werthe von f, von dem aus es rasch abnimmt: 
dieser Werth von # ist um so grösser, je grösser y ist. Ganz ähnlich nehmen 
die Functionen S und S’ anfangs mit wachsendem ? zu, von einem bestimm- 
ten Werthe an aber rasch ab. Dieser Werth von # ist wieder um so grösser, 
je grösser y ist. 

Ein ganz ähnliches Verhalten zeigt das letzte in w\”” vorkommende 
Integral. Durch Ausführung der Integration nach dm wird aus demselben 


4 = ( O-4Y:) ) 
a ne 2 Si DD / D +1 > + [ 
Iyn yt / (8 ı)te € \ dyı: 


u 


Diese Form zeigt noch deutlicher als die ursprüngliche, dass das Integral mit 
wachsendem / sehr rasch abnimmt und zwar um so rascher, je kleiner y ist. 
Ich bin darnach berechtigt, dieses Integral, sowie die Functionen € und 
S für grosse Werthe von £ gegen die Exponentialgrössen zu vernachlässigen. 
Der zu dieser Vernachlässigung nöthige Werth von £ ist um so kleiner, je 
kleiner y ist; am kleinsten für y=0. Ich begehe also bei der Anwendung 
der angenäherten Formeln auf die Scheibe, deren Bewegung beim wirklich 
angestellten Experimente das grösste Interesse bietet, den geringsten Fehler. 
Zugleich mit dieser Annäherung lasse ich eine zweite Vernachlässigung 


eintreten. Ich entwickle der besseren Uebersicht wegen die constanten Coel- 
ficienten der Gleichungen (38.) und (39.) nach aufsteigenden Potenzen von y7- 














Meyer, über die Reibung der Flüssigkeiten. 273 


In dieser Entwicklung vernachlässige ich das Quadrat der Grösse 
3 
#4.) = yY2- 
& 


gegen 1. Bei meinen Versuchen ist diese Grösse in der That immer sehr 
klein. Es wird sich weiter unten ergeben, dass dieselbe dem Exponenten 
der geometrischen Reihe proportional ist, in der nach Cowlombs Beobachtuns 
die Amplituden der Scheibe abnehmen. 


So finde ich angenähert 


(0) | (1) (2,3) 
v= m tt WW . 


0 4 ‚ z | 
u = eb 54 cos (Zabt—ay)- (1 — =) sin (2abt -ay)(e by tab 
4 " \ / } 
Te P (1-3 5) cos (2abt— ay) — 3 sin (2abt- ay)ı Ku Ze 
(2,3 a a  Dley)+Wl 
vr = Bere Say, er u ,- e "cos (Zabt —- ay--ayı). 
(AR.) 0 
(0) | (1) , 2,3) 
fı = 9ı FTP +1 
w ci Ei af 
u = p (1 +7 )Jeos2abt — = sin 2abt ET 
pi — 1, va \* — eos2abt - Fi: be --)si n?2 ht! . (a h2yt 
) a N N D2 ) 5) I «AD ( ( R 





\ p” — Fe aa »fay- na se) sin (Zabt — ay)e ” 
0 

Diese abgekürzte Form der Gleichungen zeigt auf das Deutlichste den 
bereits erwähnten Charakter der entstehenden Bewegung. Die Scheibe sowohl 
wie die Flüssigkeit befinden sich in einer Art von pendelnder Bewegung. deren 
Amplitude mit wachsendem f wie mit zunehmendem y abnimmt. Die Periode 
dieser Osecillationen ist für jedes Flüssigkeitstheilchen dieselbe wie für die 
Scheibe: es ist nämlich die Schwingungsdauer derselben 


+2 +2 -42 Het, 


(43) T=27,= 


wo wie bisher 


zur Abkürzung geschrieben ist. Dagegen ist der Zeitpunkt. in welchem ein 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 5. 39 
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Flüssigkeitstheilchen eine Oscillation beginnt, nicht derselbe wie der. in dem 
die Scheibe eine Schwingung anfängt. Die Oseillation beginnt um so später. 
je weiter ein Theilchen von der Scheibe entfernt ist. Diese Verspätung be- 
trägt für ein Theilchen in der Entfernung x von der Scheibe 


4) = —-- 2/2 Hi4z+.-t 


ey 2n 





Sie ist also um so grösser, je kleiner 7, d. h. die Reibung ist. Die Geschwin- 
digkeit eines Flüssigkeitstheilchens ist um so kleiner, je grösser x ist: sie 
nimmt mit wachsendem x nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe ab: 
sie ist ferner um so grösser, je grösser die Reibungsconstante ist. Denn die 
Geschwindigkeit ist umgekehr! proportional einer Exponentialfunelion, deren 
Basis e und deren Exponent 


2 


45.) by = zay 2-1 32-130}. 


tv or 


\lit wachsender Zeit nimmt die Geschwindigkeit wie die Amplitude in geo- 
metrischer Progression ab. Die auf einander folgenden Amplituden der Scheibe 
bilden eine geometrische Reihe, deren Basis e und deren Exponent 
— b’ 
2 2 7 
e= (a —b’)T= 7 
) u 
ist oder in entwickelter Form 
|‘ = nz j1—- +42 —2 +} 
(46. \ Erz 
(46.) ER 9 # __roR* 2 /M 
Aue Br 1,7, 


Dieser Exponent ist also angenähert proportional der Quadratwurzel aus dem 
Reibungscoeflieienten, ferner angenährt proporlional der Quadratwurzel aus 
der Dichtigkeit der Flüssigkeit und endlich der vierten Potenz des Radius der 
Scheibe. Dies leiztere Gesetz wurde bereits von Coulomb experimentell nach- 
gewiesen. 

Die Bestimmung von & liefert ein bequemes Mittel zur Berechnung 
des Reibungscoeflieienten 1 Man erhält durch Umkehrung der Reihe 


a rc 








Ausserdem kann n bestimmt Au aus der Aenderung der Schwingungszeil 
der Scheibe in Folge der Reibung. Ohne Reibung ist diese Zeit 


M 
Eu r ay 7 
T 
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Man erhäll durch Verbindung dieser Gleichung mit der Gleichung (43.) 
T— e 
T 


0 


(48.) 


2+2. —}2% 


Die Schwingungsdauer der Scheibe wird also durch die Reibung vermehrt. 
und zwar ist diese Vermehrung wieder angenähert proportional der Quadrat- 
wurzel aus Reibungsconslante und Dichtigkeit der Flüssigkeit sowie der 
vierten Potenz des Radius der Scheibe. Man findet durch Umkehrune der 
Reihe zur Berechnung von 7 





CHE - 


0 


19. Z 


Diese Methode zur Bestimmung von 7 ist freilich keiner grossen Genauigkeit 
fähig. da T wegen des raschen Aufhörens der Bewegung nicht sicher genug 
beobachtet werden kann. Doch liefert die Verbindung der Gleichung (49.) mit 
der Gleichung (47.) die zur Controlle der Theorie sehr schätzbare Relation 


0,4 


di sk Ä 


zwischen dem Exponenten der geometrischen Reihe der Amplituden und der 
Vermehrung der Schwingungsdauer durch die Reibung. also zwischen Grössen. 
die sieh direet beobachten lassen. 


Es sei mir erlaubt, hier einige Beobachtungen *) folgen zu lassen. 
welche geeignet sind. den Grad der Uebereinsiimmung der hier entwickelten 
Theorie mit wirklich angestellten Versuchen zu zeigen. 

Vorher muss ich noch auf einige Aenderungen aufmerksam machen. 
welche mit den entwickelten Formeln vorzunehmen sind. bevor sie praktisch 
angewandi werden können. Es sind nämlich zwei Umstände. welche die Rein- 
heit des Experiments beeinträchtigen. nicht zu vermeiden. Die Scheibe muss eine 
vewisse Dicke haben und sie muss durch einen eylindrischen festen Stab mit 
der zweiten Scheibe in Verbindung stehen, welche ausserhalb der Flüssigkeit 
sich befindet. und vermöge einer Kreistheilung. die sie trägt, zur Ablesung 
der Amplituden dient. An beiden Theilen. am Rande der Scheibe wie an 
jenem Stabe. findet ebenfalls Reibung statt. Es handelt sich darum. diese 


*) Ausführlicher finden sich dieselben in der Abhandlung in Poggendorffs An- 
nalen mitgetheilt, welche die experimentellen Resultate meiner Untersuchung ent 
hält (Bd. 113) 


35" 
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zweierlei Störungen durch zweckmässige Näherungs - Rechnungen zu be- 
seitigen. 

Die Reibung, welche durch den Stab hervorgebracht wird, lässt sich 
auf einfache Weise eliminiren. Bei dem von mir angewandten Apparate trug 
der Stab an seinem unteren Ende zwei kleine Scheiben, welche, indem sie 
vesen einander gepresst wurden, der grösseren, zur Messung der Reibung be- 
stimmten. zwischen beiden kleinen befindlichen Scheibe als Stütze dienten. Ich 
stellte nun die Beobachtung so an, dass ich einmal Schwingungsdauer und 
Iogarithmisches Deerement der Amplituden bestimmte, wenn der Apparat nur 
jene beiden kleinen Scheiben trug, und zweitens, wenn zwischen diesen eine 
vrössere Scheibe sich befand. Indem ich nun die beiden auf diese Weise 
beobachteten logarithmischen Decremente von einander abzog, erhielt ich in 
der Differenz denjenigen Theil des Exponenten der geometrischen Reihe der 
Amplituden, der von der Reibung am freien Theile der eingeklemmten 
Scheibe herrührte. Auf diese Differenz habe ich erst die entwickelten Glei- 
chungen anzuwenden. So erhalte ich statt der Gleichung (47.) 


3 
e—x in 2 )4 (4 ER 4) +2) 
FR An nn) Ma m’ 


gt 








ng‘ y2r 2, ,/M ne: yar Mm 


| — 1 SHE BE 
0 T 


/ : f, 
4M 0 T 4M, 
wo die mit dem Index 1 versehenen Grössen sich auf den nur mit den beiden 








- 


kleinen zum Tragen der grösseren dienenden Scheiben belasteten Apparat 

heziehen. Hierfür kann ich schreiben, indem ich die Schwingungsdauer des 
Apparals in beiden Anordnungen ausserhalb der Flüssigkeit 

M _ M 

T,= -1yn; T, ua ”’ u 


an 
T 





einführe. 
e—E, 


EN a’ya Yno _ 7 _ Hi 
Const. — af ı m ah 
T,VT, T/yT, 


oder wegen der Kleinheit von R, mit genügender Annäherung 


(a). 








FM 








. 


n’yn Ynoe _ 
7, ur Ts rl 














(51.) Const. = 


Indem ich ferner in BES 2 statt der einlanieiailting T,, im 
luftleeren Raume den in der Luft beobachteten Werth setze und demgemäss 
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statt & schreibe e—e,, wo &, das logarithmische Deerement der Schwingungen 
in der Luft bezeichnet, erhalte ich 


(52.) — Bl, ee i. . 1- — T, | #4 n) MR. 


g Ti gt 2 











Aus diesen verbesserten Gleichungen ist der Einfluss der unvollkomm- 
nen Elastieität des Aufhängungsdrathes und der dadurch hervorgserufenen Ver- 
zögerung der Bewegung so gut wie vollständig eliminirt. 

Eine zweite Aenderung erfährt die Gleichung (51.) durch Berücksich- 
tigung der Dicke der Scheibe. Den Einfluss derselben zu schätzen. führe ich 
eine kleine Rechnung aus. 

Ich erhalte nach dem am Eingange des $.5 zur Molivirung der ein- 
veführten Vernachlässigungen Gesaglen eine brauchbare Annäherung an die 
Wirklichkeit. wenn ich folsende Voraussetzungen mache. Durch Verlängerung 
der drei Flächen der Scheibe, der beiden Ebenen nämlich und des evlindrischen 
Randes. theile ich mir das flüssige Medium in fünf Theile, zwei volle Cvlinder 
und drei evlindrische Ringe. Ich setze nun. wie es bisher geschehen ist. 
voraus. dass in den beiden vollen Cylindern, also über und unter der Scheibe. 
die Winkelgeschwindigkeit nur von der Entfernung x von der Fläche der 
Scheibe abhängt; und füge hinzu, dass im mittleren eylindrischen Ringe, also 
für die in gleicher Höhe mit der Scheibe befindliche Flüssiekeit die Winkel- 
geschwindigkeit nur von der Entfernung von der Axe r abhängt: über die 
beiden anderen Räume mache ich keine Annahme. Die beiden gemachlen 
Annahmen sind um so richtiger. je näher das betrachtete Theilchen der 
Scheibe liegt: bei der Berechnung der Bewegung der Scheibe selber werde 
ich also den geringsten Fehler machen. 

Nenne ich die Winkelgeschwindigkeit in dem in gleichem Niveau mil 
der Scheibe liegenden Raume w,. so hängt diese Grösse nach der gemachten 
Voraussetzung von der Differentialgleichung 


oe ov, _ Ay, 3 oy, 


n dt or r or 








ab, zu der die Grenzbedingungen hinzutreten, dass für r=R 


u. 
und für einen unendlich grossen Werth von r=r, 
y, = 0 


werde. Die Differentialgleichung der Bewegung der Scheibe (Gleichung (5.) $.5) 
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nimmt die vollständigere Form 


= | ow,  Aaw, | ou, 
N - . = — 79, + nr > +4 > ) a 


.oXr na 9. 





an. wo 0 die Dieke der Scheibe bezeichnet. 
Da in der Differentialgleichung der Flüssigkeitsbewegung r imme:ı 
orösser als R ist. so vernachlässise ich 


oO ov, co w 
— —— gegen —— 
7 or [#4 
ıch selze demnach 
N ) 2 
sın (m | 3. (r, — r)) 
Y 7 s - 
U 4 = ( a BEEDEEEENSSEERSESGEREER . Se SEEN e a 


\ 0_ 
sın (m | — (rn — R)) 
N 


und besehe dabei einen Fehler von der Ordnune 


J ) 
mR 0 
Zur Bestimmung von m erhalte ich jetzt statt der Gleichung (10.) $. 6 
Ä | ET 0, 2 
0 m’ a 23m? \etgme +cteme' +4 — elem Y--{r,— R) 
© R N ’\ 


und fürrc=d=x und !=x. sowie m =aHtbi. entsprechend der Glei- 


chune (6.) 8.7. 


0 — (atbit+Miß(I+2F)(at bite 


In den Werthen von a und b, sowie u logarithmischen Decrements und 
der Schwineuneszeit wird also nichts weiter eeändert. als dass statt R* 


schreiben ist R*+2R?’d oder mil Vernachlässieune von Ö’ oeven R’ 


d. h. der Halbmesser der Scheibe ist um die halbe Dicke derselben zu ver- 
orössern. Hierbei ist nach dem obigen ein Fehler von der Ordnune 
Ö } 120 _/» 
SE = Pi 
7: rl: 0 mR’ ] 0 
oder von der Ordnung 


[6 


o_%,T 
12 — Vi 
sT 
begangen. Diese Grösse ist jedenfalls bei meinen Versuchen immer zu ver- 
nachlässigen. Sie beträgt z. B. für Wasser und meine kleinste Scheibe nich! 


mehr als einige Tausendtheile. 
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Hiernach erlährt durch Berücksichtigung der Dicke der Scheibe die 


Gleichung (51.) nur die Aenderung, dass in derselben R*+2R’d statt R' 
und R}-+-2R}d, statt R} zu schreiben ist. 
die Gleichung (52.) wende ich auf meine Beobachtungen an. 

Die Resultate 


Scheiben aus verschiedenen Stoffen in Luft und destillirtem Wasser angestellt 


Diese so geänderte Gleichung und 


dieser Beobachtunsen. die ich mit vier verschredenen 


habe. sind in foleender Tabelle enthalten. Jede Zahl dieser Tabelle ist aus 


einer oder mehreren Reihen von Beobachtuneen. deren Zahl ich beirefüot 


habe, nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet. Die logarithmischen 




















Deeremente sind nicht auf natürliche sondern briseische Losarithmen be- 
zogen, also mit dem Modul 2.3025... zu mulliplieiren. 
Durch-|.._, ISchwin-! Logarith- e ISchwin-| - | Los - 
\Dickel . | E03 re u BI u; | : we 
messer | = „. | gungs- | misches |$ JS ‚| 2 5 |gungs-|= S[E .;|3 2 | misch = & 
os te 25] zeit |Decrement]” =] = = | = % |zeit im | Siz=z=|® 2 Deer E 
ud DCIHCL)EC Bw = . . m oalm “Ho . BE DE. Te m 5 —— 
»>=| in der Luft zaaI2eH|22|Waseri=z s|j|2r| 2, \ = 
11] parıse % 4 se 8 © ne 2 u a © Eh > 9 
E2 er T, | . Sn sıiE5| 5 Ä Is siS=S 5|: | NS & 
Linien. © | A „a vo | von ED |IEMMT Oz |I| On | _ = 
ge 9 | 2,3085... |" 2 ||’ Ir I< SI I 123025.. |" 2 
2R ) |cunden.| ” en leunden.| & | | _ 
+ [277 u [77 () | () \ 7) 0) ) | 
‚lasscheib« 51,68 | 1,27 |16,5c| 7,9026 | 0,000723 | 30 116,96/16,0c| 8,0264 | 10 117,3e16,1c| 0,02532 ‚y 
inere Messingscheibe | 49,57 | 0,60 |16,9 | 8,0272 | 0,000935 | 16 [16,4 15,1 | 8,1333) 9 116,4 15,1 | 0,02078 Je 
| | | | 

> ur) ep a re iA a, | - | | » y > - | » - 
sere 69,79 | 0,56 [16,5 | 9,2252 | 0,0060837 | 28 17,4 |14,9 | 9,6192| 16 [17,4 14,9 | 0,05995 3 
'eissblechscheibe 95,31 ! 0,22 117,3 | 9,4220 | 0,001690 | 15 518,1 14,0 11,05 10 115,8 13,95) 0,17916 | 20 
Ihne Scheibe 21,68 | 0,55 118,0 | 7,5370 | 0,000608 | 32 121,55 17,3 | 7,5471 | 13 121,55.17,3 | 0,00166 | 13 

r ” r | | } - 
Weissblechscheibe 95,31 | 0,22 |21,5 | 9,4450 0,001624 | 16 121,2 118,7 110,913 | 11 j21,2 18,7 | 0,16951 | 11 
ssere Messingscheibe | 69,79 | 0,56 [18,55| 9,2323 rn 26 120,1 116,85) 9,6680| 13 120,1 16,85) 0,05891 | 17 

| | | 

nere 49,57 | 0,60 ;20,15; 8,0284 | 0,000673 | 26 117,8 ‚14,85 8,1368 | 18 117,5 ‚14,85! 0,02097 ie’ 
sscheibe 51,68 | 1,27 [18,6 | 7,9113 | 0,000711 | 28 [18,9 15,9 | 8,0407 | 18 [18,9 15,9 | 0,02544 - 











Die in dieser Tabelle in der mittleren Horizontalreihe unter der Rubrik „ohne 


Scheibe“ aufgeführten Zahlen sind die numerischen Werthe der in den vor- 
hergehenden Formeln durch Indices unterschiedenen Grössen 2R,. d,. T,, u.s. w. 
Hieraus erhalte ich durch lineare Interpolation für die Temperatur des 


Wassers von 15,50 . 


Temp. 
































Temp. : | £ RE 

Be | une | ten | te FE ° der - DU GE Sun 

Luft | 33025 | 2,3025 | 2,3025 | Luft | | | 

ol 0 3 gr 2 

Ohne Scheibe 17,6 | 0,00166 | 0,00061 | 0,00105 | 20 7,5471 | 7,5370 | 0.0101 
Kleine Messingscheibe | 17,0 | 0,02065 0,00093 | 0,01972 | 17,0 | 8,1277 | 8,0273 | 0,1004 
Glasscheibe 18,1 | 0,02567 | 0,00071 | 0,02496 | 17,9 von 7,9079 | 0,1900 
Grosse Messingscheibe | 18,7 | 0,05963 ‚, 0,00083 | 0,05880 | 18,7 ! 9,6344 ! 9,2329 | 0,4015 
Weissblechscheibe 18,5 | 0,17601 | 0,00167 | 0,17434 | 19,1 | 11,00 | 9,4318 | 1,57 
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Aus den angegebenen Zahlen finde ich als Werth der durch Glei- 
chung (51.) bestimmten Constante, bezogen auf Centimeter und Secunden als 
Einheiten. 

für die kleine Messingscheibe 0.0003258. 

- — Glasscheibe 0.0003243. 

- - grosse Messingscheibe 0.0003175. 

- —- Weissblechscheibe 0.0003180. 
Diese Zahlen stimmen zwar nicht vollständig unter einander überein. sie unter- 
scheiden sich aber um weniger als z!,; ihres absoluten Werthes. Vergegen- 
wärligen wir uns die angenäherten Voraussetzungen der Theorie, so zeigt sich. 
dass der Werth der in Rede stehenden Constante um so grösser ausfallen 
muss. je kleiner der Radius der angewandten Scheibe ist. Denn es wurde 
im Eingange erörtert, dass die Constante 7 um so grösser ausfällt, je kleiner 
die Scheibe ist. Die Richtigkeit dieses Raisonnemenis wird durch die ange- 
führten Zahlen bestätiet. Dieselben nähern sich einer gewissen Grenze. die 
bei den beiden grösseren Scheiben so nahe erreicht zu sein scheint. dass die 
Abweichungen von der Ordnung der Beobachtungsfehler sind. 

Man kann hiernach die angestellten Beobachtungen als eine gute Be- 
stätieung der Theorie, mithin als einen Beweis für die Richtiekeit der Newton- 
schen Hypothese ansehen. nach welcher die Reibung zweier Flüssiekeitsschichten 
proporlional dem Unterschiede ihrer Geschwindigkeiten ist. Man kann weiter 
aus ihnen schliessen. dass die von mir benutzte Coulombsche Methode geeigne! 
ist. die Werthe der Reibungsconstanten von Flüssigkeiten mit einer solchen 
(renauigkeit zu bestimmen, wie sie in der Regel bei physikalischen Constanten 
ähnlicher Art nicht besser erreicht wird. 

Als Werth der Gonstante der inneren Reibung des Wassers bei 15.5 € 
erhält man aus den obigen Beobachtungen 

n = 0.0132. 
bezogen auf Centimeter und Secunden. Die Bedeutung dieser Zahl ist darnach 
folgende. Bewegt sich Wasser in horizontalen Schichten, und ist die Ge- 
schwindigkeit © einer Schicht in der verticalen Höhe x über dem Boden eine 
solche lineare Function von x. dass der Coefficient von x die Einheit ist: 


ıst also 
T 


Pr 


Bi zn ©, 


so ist die von einer Schicht auf die benachbarte auf der Fläche eines Quadrat- 
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centimeters in einer Secunde ausgeübte Reibung „leich 


0.0132 Gramm. 


Eine weniger gute Uebereinstimmung zeigen die Beobachtungen mil 
dem durch Gleichung (52.) dargestellten Gesetze. Ich finde als Werthe der 


linken Seite rechten Seite dieser Gleichune 
bei dem Apparate ohne Scheibe 0.0008 . .... 0.0012. 
- der kleineren Messinescheibe 0.0147 . .. 0.0124. 
-  — Glasscheibe 0.0186 ... 0.0235. 
-  — grösseren Messingscheibe 0.0451 ... 0.0417. 
-  —- Weissblechscheibe 0.1473 ... 0.144. 


Indess zeigen beide Zahlenreihen im Ganzen dasselbe Gesetz: und mehr is! 
bei der Unsicherheit der Bestimmung der Differenz T—T,. die namentlich aus 


der Veränderlichkeit der Schwingungszeilen entsteht. nicht zu erwarten. 


Ich habe zweitens dieselben Beobachtungen benutzt. die Geselze der 
Reibung der atmosphärischen Luft zu untersuchen. Durch Reduetion der in 
der Luft angestellten Beobachtungen auf 18°C erhalte ich folgende Zahlen. 


Ich füge zugleich den Werth des Trägheitsmoments M in Centimetern bei. 














£ 
ei 2,3025 m 
Ohne Scheibe 7.5370 0.000608 ] 12890 
Kleine Messingscheibe 8,0276 0,000846 ] 14630 
Glasscheibe 7,9084 | 0.000715 ]14210 
Grössere Messingscheibe 9,2304 ! 0,000830 } 19300 
Weissblechscheibe 9,4258 0,001679 120140 


Die angegebenen Exponenten &, bestehen aus drei Theilen. von denen der 
erste von dem Widerstande des Aufhängungsdrathes. der zweite von der Reibung 
der Luft an der angewandten Scheibe und der dritte von der Reibung der- 
selben an der getheilten Scheibe herrührt. Mache ich über den Widerstand 
des Draths die Voraussetzung. er sei proportional der Winkelgeschwindiekeii 
des Apparats, so erhalte ich mit Vernachlässigung aller Glieder höherer Ord- 
nune für &, den Werth 


n(R'+2R’Ö-+RI+2RS) 


sr eat — un I) rn. 


we 


/uYo 


Hierin bezeichnet « die Widerstandsconstante des Drathes. R, und d, Radius 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Hett3. 36 
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und Dicke der gelheilten Scheibe, 7, und o, Reibungsconstante und Dichtigkeii 
der Luft. Bei meinen Versuchen war 
2R, = 697,60 par.. du=0",58 par. Mass. 
Hiernach berechne ich aus den Zahlen obiger Tabelle die beiden Constanten 
“ und y,o, nach der Methode der kleinsten Quadrate. Ich finde. ebenfalls 
in Gentimetern. 
a —= 1.369. 
yr700 = 0.0006772. 
und selze ich die Dichtigkeit des Wassers gleich der Einheit und daher 
vo, = 1. 
so folgt 
7. = 0.000353. 
so dass die Reibung des Wassers nur etwa 35 mal so gross ist wie die der Luft. 
Durch Einsetzung der gefundenen Werthe in die Formel (53.) erhalte 
ich eine sehr erfreuliche Uebereinstimmung. Ich erhalte folgende berechnete 
Werthe von 53955 , denen ich die beobachteten zur bequemen \ergleichung 
, wir 


zur Seite stelle. 


Berechnet. Beobachtet.  Dillferenz. 
Ohne Scheibe 0.000662 ... 0.000608 . . . + 0.000054 
Kleine Messinescheibe 0.000718... 0.000846 ... — 0.000125 
Glasscheibe 0.000760 ... 0.000715... + 0.000045 
(‚rosse Messinescheibe 0.000861 ... 0.000830 ... +0.000031 
Weissblechscheibe 0.001676 ... 0.001679 ... — 0.000003. 


Aus dieser überraschenden Uebereinstiimmung geht hervor. dass die Voraus- 
selzungen der Theorie bei Schwingungen in der Luft weit besser erfüllt sind 
als bei der Bewegung im Wasser. Dies hal einfach seinen Grund darin. das: 
die Theorie die Vorausselzung enthält, dass 7 eine kleine Grösse sein solle: 
eine Voraussetzung, die bei der Luft besser erfüllt ist als beim Wasser. 

ich habe stillschweigend hier die für incompressible Flüssigkeiten ent- 
wickelten Gleichungen auf die Luft übertragen. Ich habe also die in Folg« 
der Gentrifugalkraft eintretenden Verdünnungen und Verdichtungen vernach- 
lässigt. Dass bei den langsamen Schwingungen meines Apparats «diese Vor- 
ausselzung zu machen erlaubt ist, beweisen die obigen Zahlen. 


Ein Punkt verdient noch hervorgehoben zu werden. Die Beobachtun- 


sen zeigen, dass der Stoll der Scheibe ohne Einfluss auf die Reibung ist. 











Meyer, über die Reibung der Flüssigkeiten. 283 


Ich hatte also Recht. E= x zu setzen oder anzunehmen. dass die Flüssiekeil 


fest an der Scheibe haftet. Im folgenden $. werde ich ein Experiment be- 
handeln. bei dem dies nicht erfüllt ist. 


Integration für den Fall zweier Flüssigkeiten. Mittel zur Bestimmung der 
äusseren Reibung *). 


Ss. 8 

Mit demselben Grade der Annäherung. wie die Rechnung des voriven 

$.. lässt sich die allgemeinere Aufgabe lösen. bei der die Reibung E der 
Flüssiekeit an der Scheibe nicht x ist. Es kann dabei zugleich noch die Flüssie- 
keit über und unter der Scheibe als verschieden vorausgeselzt werden. Doch 
führt dies allgemeinere Problem zu so complieirten Endformeln. dass ich vor- 
gezogen habe. den speciellen Fall des vorigen $. vollständig durchzuführen 
und die Behandlung der jetzt vorliegenden allgemeineren Aufgabe nur anzu- 
deuten. Die vollständige Analogie mit dem Früheren führt fast ohne Rechnung 


zu angenäherten Formeln. die für die Beobachtung zu verwenden sind. 


Das Interesse dieser Aufgabe gründet sich auf ein Experiment. das 
die Bestimmung der gegenseitigen Reibung zweier Flüssigkeiten zum Zweck 
hat. Bei diesem Experimente befindet sich die Scheibe unmittelbar über oder 
unter der Grenzfläche zweier über einander gelagerten Flüssiekeiten. doch so. 
dass sie eanz in einer der beiden Flüssiekeiten schwingt. Auf die Scheibe 
wirkt also auf der einen Seite die Reibung der sie umgebenden Flüssiekeit. 
auf der anderen die Reibung der dünnen Schicht derselben Flüssigkeit. die 
sich zwischen der Scheibe und der Grenze befindet, und die gegenseitige 
Reibung beider Flüssigkeiten. Ist jene Schicht zwischen der Scheibe und der 
Grenze sehr dünn. und wird zugleich die Scheibe von dieser Flüssiekeit be- 
netzt. so kann angenommen werden. dass die Schicht überall die Winkel- 
veschwindiekeit der Scheibe habe. Es fällt also dann das Problem mit dem 
ersteenannten zusammen. wenn nur in den Formeln für die eine Fläche deı 


Scheibe E= x geselzt wird. 





*) Die beiden folgenden Paragraphen bilden den Inhalt meiner Dissertation: de 
mutua duorum fluidorum frietione. Regimonti Prussorum. 1560. 


5” 
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Nach $.5 habe ich auszugehen von den Differentialgleichungen 








1.) 9 ow, - I y,, 9% 9% _0Y, 
n, ot ge’ 7, Ol ox° 
j d’p Ai bu ou, \ 
2.) M— = -mwm+ Rn tm | .. 
2 M dr 177 IE O5 | 9 dr Ix=u 
zu denen die Bedingungen hinzutreten, dass 
\ Po. " Oo, I; 1 oW, 
3, ) für 2 = () (0) — E;,(w, a W,) u 15 Ör . Ö —— E; \ vv, Dr W,) a, 7ER Or ® 
_. E = Cs 0 - WU, o 
4) |} Pr | 
| l|- ı=g =Wy,, 


werde. und endlich. dass 

(5.) fürti=V ,=B#, u WM, Be, A ‚A 
sein solle. Die Bezeichnung ist der bisherigen ganz gleich. Die Constanten 
der beiden Flüssigkeiten sind durch die Indices 2 und 3 unterschieden. Die 
Anwendung auf das genannte Experiment wird erhalten. wenn E, oder E,= x 
oesetzi wird. 

Diese Gleichungen vereinfache ich durch ähnliche Substitutionen. wie 
zu Anlang des $.6 eingeführt wurden. Zunächst ersetze ich die Coordinate 
lurch eine neue Variabele, und zwar auf doppelte Weise. Bezeichnet näm- 
lich x die Entfernung eines Theilchens der durch den Index 2 unterschiedenen 
Flüssigkeit. so setze ich 


ae 9: VI: 


bezieht es sich auf eine Stelle der anderen Flüssigkeit. so substituire ich 
ne: 7 
(6 ) KL Y3 —.. 
| d; 


In der Regel werde ich indess. da kein Missverständniss daraus entstehen 
kann. die Unterscheidung der beiden y dnrch Indices unterlassen und einfach 
y schreiben. Ich setze ferner 


( A; Nr d Den Ns 
(.) © ey - und g=e] n: 


ausserdem wie früher 











un ie _ aR'yn,e, . 3 _ aR'yn,o, 
(8. ) 0" — y: Pa — AM 93 == , 
und endlich i 
el) 2. } N, 2 Ya } N; 0; 
Be») . u‘) — — u “ up ee 
\ ) = 2 E >> E 


2 3 
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Durch diese Substitutionen erhalte ich statt der Gleichungen /1.) und 
2.) die einfacheren 


on mM _Em am _ erw. 
. ot oy’ ot oy’ 
| d’y ) Oo, ow, | 
10.) — = —- ep +?) —- +9, —- i 
| dt’ PTa oy e. Oy yo 
und es werden die Grenzbedingungen 
P > MW, | - Ow 
(11.) | - y=ec O=w,. 
_ Y dal e' 0 — U; 


und endlich 
(12.) fürrt=0 9,=#; En 3 = P(y): vs, = P;,(y 
Ich integrire die Gleichungen durch dieselben parlieularen Integrale wie früher. 
indem ich setze 
r 


r, in (e mit, p Pr E u 
IN 


| - 3 

{ \ 
\ u Fu 
\ / 


mit 


| P, = jA,sinmy-+ D,cosmy)e 
Y, = | A,sinmy + B,cosmy)e" 

und zwar nehme ich sogleich an, dass die Constante » für alle Funetionen die- 
selbe sei. da den Grenzbedingungen für jeden Werth von # genügt werden soll 

Die Grenzbedingungen (10.) und (11.) werden wieder durch ein doppel- 
tes System von partieularen Integralen erfüllt. von denen das eine die der 
Scheibe und den Flüssigkeiten gemeinschaftliche, das andere die den Flüssig- 
keiten allein zukommende Bewegung darstellt. Verstehe ich unter m eine 


Wurzel der Gleichung 





la cos me a cos me 
Pr ee ee 3 ig Yopi nz rn 
sın me —- m&, cosme sın me' + m£, cosme 


(14) 0 = m’+a'—2m 
ferner unter » eine gemeinschaftliche Wurzel der Gleichungen 
(15.) tgne=—nd, Itend=—nL,. 
so sind die vollständigen Werthe der Functionen 
% zn z,„0„e wat fi ON TORI: un e 


2 >" ut ı 1 u 24 
1) Ne", 


) 
|  .. (C P m —m?t 1 — n/ n?2t 
N U Tr (Y) e PER B, ne B, ( ‚\y)e 


[27 
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Hierin ist zur Abkürzung gesetzt 





sinm(c— y) 


\ P"(y)=—- 2 : 0" (y) = sinay + n&; cosny. 


sın mc —- m So, COSME 








IT.) 





WITWE... hama). " (y) = sinny-+-n{; cos 
ı = - zu j -nÖ,cosny. 
9) inme Hmd, cosme' 09) YTns I 


und es bezeichnet 3, eine Summirung nach allen Werthen von m’, 2, eine 


n 
solche nach allen Werthen von n’. 
Die in den Gleichungen (16.) noch vorkommenden. von m, respective 
» abhangenden Constanten C, und B, können durch die Gleichungen (12. 


lasi ebenso bestimmt werden wie im oben behandelten specielleren Probleme 
ın 8.6. Durch Einsetzen der gefundenen Functionen aus den Formeln (16. 





in die Gleichungen (12.) erhalte ich 

U << Y Ei 
P, nn C, 9 b .. > u 

m 

| WW / Y D>mf 1 < > n 
S,) f (%) _ 2.C_ fi (Y) + 3 PR B,O (Y). 
a. 

| ID \ Im Ri n 

r,(y, y = („Pr (Y)- ß, = b,0 (9) 


und hieraus finde ich vermöge der Bedeutung von m und » als Wurzeln 
der Gleichungen (14.) und (15.) 





wyNx og ” "r u R m 
un, UFER) Ta Fre = 
. ’ I, PD; } 
| 5 / ry)ey)dy— / FO) dy. 








Pr, -+— ef P,(y)P”(y)dy+2 af P,(y)PY(y)dy. 
wenn ich bezeichne 
EN U 2 x ‚f fr ie n 
20.) P=7: in, P=— EN  _ , 
(sin me + m£, cosme)’ | (sınme' + m£, cosme')’ 


Damit sind alle Constanten bestimmt. sowie sämmtlichen Bedingungen der 
Aufeabe genügt. 

Wan überzeugt sich leicht, dass die in $.6 entwickelten Formeln nur 
einen speciellen Fall der hier abgeleiteten enthalten. Es ist ferner einfach 


nachzuweisen. dass den Gleichungen (14.) und (15.) dieselben bemerkens- 
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werthen Eigenschaften zukommen, wie den speciellen Gleichungen (10.) und 
(9.) des $. 6. 


Zunächst ist die Summe der Anzahl der reellen Wurzeln der Glei- 
chung (14.) und der der Wurzeln der Gleichungen (15.). denen bekanntlich 
kein imaginäres » genügt. unabhängig von den Werthen der in diesen Glei- 
chungen vorkommenden Parameler e, c', 9. /%-. & und £,. Der Beweis lässı 
sich. wie früher $.6, auf geomelrischem Wege führen. Construirt man die 
Curven. deren Ordinaten 


| > cos me N vosme 
3] == [?? TE 2 RT | ?3 . f 2 2 . 
sın me + m&, cosme sinme' + m£, cos me 
21.) \und 
m’—+«' 
a = 
r 2m 


sind, für alle positiven reellen Werthe der Abseisse m», so erhält man in den 
Abscissen der Durchschnittspunkte beider Curven die sämmtlichen positiven 
reellen Wurzeln der Gleichung (14.). von denen die negaliven nur dureh 
das Vorzeichen unterschieden sind. Die Curve z, besteht aus einem unbe- 
srenzten Systeme von Curvenzweigen, in deren jedem mit wachsender Abseissı 
m die Ordinate z, conlinuirlich von + bis x herabsinkt. Dasegen ha! 


die Ordinate 3, der anderen Curve nur positive Werthe, sie wird x für 
m—=0 und m=x und erreicht ein Minimum für m = «@y3. wo sie den Werth 


= 20 y3 annimmt. Folglich tritt ein Durchschnitt beider Curven immei 
zwischen einem Werthe von m, der 3, = x macht. und dem nächstloleenden 
ein. durch welchen 2, = — x wird. Die Curven haben demnach soviel Durch- 
schnittspunkte, als es Werthe von m giebt, welche 23, = x machen. Diese 
Grösse z, wird aber so oft x». als einer der Nenner der beiden Glieder de: 
ersten Gleichung (21.) verschwindet. Verschwinden durch besondere Werth 
der Parameter beide gleichzeitig, so fallen zwei Wurzeln der Gleichung 14 

zusammen. Der Werth von m aber. bei dem beide Nenner verschwinden. 
erfüllt die Gleichungen (15.). Diese Gleichungen haben demnach eine gemein- 
schaftliche Wurzel immer dann, wenn zwei der Wurzeln der Gleichung (14. 
voleich werden. und zwar ist dieselbe etwas kleiner als der „leiche Werth 
dieser Wurzeln der Gleichung (14.). Die Grösse der in den Gleichungen (14. 
und (15.) vorkommenden Parameter hat also keinen Einfluss auf die Zahl ihre: 


reellen Wurzeln zusammengenommen. 
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Was die imaginären Wurzeln der Gleichung (14.) betrifft. so ist zu- 
nächst leicht einzusehen. dass sie keine rein imaginäre Wurzel besitzt. Denn 
setzt man in derselben 

m — bi, 
so erhält man die Gleichung 
Br ER | 


be ı 
P 4-P > e 








IN 


N 
0 — Hiott2b°) 9, ERROR N Bl I NEBEET ya 
EN Be Ze Eee Fe) Er ee bE, (ee Fe) \ 
welcher weder ein posilives. noch ein negatives b genügen kann. Dagegen 
besilzl sie complex -imaginäre Wurzeln von den Formen 
m = a+bi, a—-bi, —a+bi, —a—bi. 
worin unler a und 5b posilive reelle Grössen verstanden sind und. wie früher. 
’- y—1 ist. Diese Grössen haben. wie die früher ebenso bezeichneten. die 
Kivenschaften. dass 
Aa b 
und dass 
a+b’ < 0’, 
dass also auch 
2ab — 0a 
ist. Dies folgt sofort aus folgenden mit Hülfe der Gleichung (14.) gefundenen 
\Werthen bestimmter Integrale. Genügen m und m, dieser Gleichung. so ist 
33, / WR... or AGB... 1 BR 
": sın me -- m£,cosme sınm, c--m,S,cosm,e " 
sınm, (e'— y) 


r - sin m (e'— y) a 
23,/ u ———ı — Ay _— 


sin me! + mg, cosme' sinm, c'-- m, £,cosm, e' m’ m? 





t 





Selzi man hierin m =a-+bi, m =a—bi, welche Grössen beide der Glei- 
chung 14.) genügen. wenn eine sie erfüllt, so wird die linke Seite dieser 


Gleichung zu einer Summe von Quadraten reeller Grössen. also positiv. Die 


Ks ist also nach der letzten Bemerkuns 


rechte daveren wird 





22.) Be >0 oder a+b’<e 


ae, a’—+-b' 
(olelich auch. da a und 5 reell sind. 


23.)  2ab < 0. 
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Dies heisst. wie sich weiter unlen zeigen wird. dass die Schwingungsdaser 


der Scheibe durch die Fteibung vergrössert ıwird. 


“s ist ferner ebenso 


FE ih cosm(c — Y) com (C—y 
BEE RE re a dy 
SNMMEe ME, COsMC Ssmm cm m,cosmec  * 
| 
0.4 N ' 2 2 
> COSM\C Yy) cos m, (€ Y ‚m —ı—- mM, 
= 23,/ nn nn nm - dy a end! 
sın me’ -+- m&,cosmc' sınm, c'--m,C,cosm,c' ' m'm‘ 


0 
Wird hierin wieder m = a-+bi, m, =a-— bi gesetzt. so wird die linke Seile 
als Summe von Quadraten posiliv. während die rechte den Werth 
’ | 
u b’ 
1 
(a’-+-b')’ 


\ 
annimmi. Zum Bestehen der Gleichung ist also erforderlich. dass 
24.) a—>b' oder ab 

ist. Dies zeigt. wie ich ebenfalls später nachweisen werde. dass die Amplituden 
der schwingenden Scheibe in Folge der Reibung mit wachsender Zeit abnehmen. 

Ist «= 0. so folet aus demselben Theoreme. dass für diesen Fall die 
Gleichung (15.) keine imaginäre Wurzel besitzt: und dies heisst. physikalisch 
gesprochen. dass eine periodische Bewegung der Scheibe und der Flüssigkeit 
nur in Folge der Torsionskraft des Drathes, nicht der Reibung der Flüssig- 


keit entstehen kann. 


S. 9. 

Diese im vorigen Paragraphen entwickelten Formeln wende ich auf 
den speciellen Fall an. in welchem beide Flüssigkeiten unbegrenzt sind. Ich 
setze zu dem Ende 

Bi see. 

Ich untersuche zunächst die Wurzeln der transcendenten Gleichungen. 

Die Gleichungen (15.) $.8 liefern die Doppelgleichung 


“= 


(2.) tenec nQ. nL;. 
der im Allgemeinen nur die Wurzel » =0 genügt. Nur in dem Falle {:; 
also z. B.. wenn beide Flüssigkeiten gleich sind oder wenn beide die Wand 
benetzen (©=0). besitzt sie ein unendliches System von reellen Wurzeln. 
Diese bilden für e = x eine continuirlich von O0 bis x wachsende Grösse. 
deren Differential 

7T 


(3) du = — 
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ist. Denn wenn der Gleichung (2.) die Wurzel » genügt. so genügt ihr 
ebenfalls die unendlich wenig grössere 


st 


„dan = n + —- 
i 


Die zugehörige Constante B, (Gleichung 19 $. 8) verschwindet wegen 


> 


» 0 für den Fall. dass & von £, verschieden ist. Sind beide eleich. so 


2 
J 


wird sie für e=e'—= x unendlich klein. und zwar wird nach Gleichung (3. 


\ fi r ) Co)\ 1 ; 1 2 = un 4 \ . } i 
41) B, AH +—) = anf 1) By) 0" y)ay. 


(2 73 


Ks redueiren sich also in diesem Falle die von sämmtlichen Wurzeln x» ab- 
hängenden parlieularen Lösungen zu einem zwischen den Grenzen O und x 
nach da und dy auszuführenden Doppelintegrale. 

Aehnlich verhält es sich mit den reellen Wurzeln der Gleichung (14. 
$.S. Dieselbe verwandelt sich für e=c in eine in Bezug auf Igme qua- 
(dratische Gleichung. der ich die Form 


9.) 0 ee M, sin’ me— IM, sinme cosme — M, . cos’ me 


vebe. indem ich zur Abkürzung setze 


| MR eure, 
6.) Mı = r?(PR+P)m’— (S+G)m(m’+ ec). 
Min 2 (9.5 +P,&)m*— 5,6; m’(m’-+ 0o* 


Bezeichne ich ferner zur Abkürzune 
(T.) M u. Mi MMın- 


so zerfälli die Gleichung (5.) in die beiden Gleichungen 


(0 = M,sinme - (MM, +M)cosme, 


S.) 
| ge M,sinme — (Mıı —- M)cosme. 


Sie hal also ein doppelles System von Wurzeln, deren eines der ersten dieser 
beiden Gleichungen genügt. während das andere die zweite erfüllt: das erste 
hängt also in derselben Weise von der posiliven Quadralwurzel aus M ab. 
wie das zweile von der negaliven. Für e=x bilden die der Grösse nach auf 
einander folgenden reellen Wurzeln je eines dieser Systeme die Werthe einer 
eontinuirlich von O bis sw wachsenden Grösse. deren Differential beide Male 


7ı 


(9.) dm = 





ıst. und zwar aus demselben Grunde wie bei ». 
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Die zugehörige Constante C,, ist verschieden. je nachdem m der ersten 
oder zweiten Gleichung (8.) genügt. Beide Male aber wird sie unendlich 
klein. Erfüllt » die erste Gleichung (8.). so erhält man aus Gleichung (19. 


$.S den gesuchten Grenzwerth von C, durch Elimination von sinme und 


cosme durch diese Gleichung (8.) und von e durch die Gleichung (9.). Be- 
nutzt man noch die identische Gleichung 


ß, [2] 3 ! 


0 | Im! 


IM EMNAmEdM, MM EMN+- mE) 


welche sich durch Anwendung der Gleichungen (8.) auf Gleichung (14.) €. 
eroiebt. sowie die Relation 


= Mm +E)M-2 (a4 PB) m. 


so erhält man das gesuchte C, in der einfacheren Gestall 


mn 


VCMT -(M, +M)’) 


£ age 2 I 
| m | ß, | P, \/ Di, en M + m ß, 5 | 5 Ke \% | 
2 Ei a* er MM, + MM) cosmy — MM, sınmy 
10.) /= m dm) Fr, +—®P +28, / P; u) Er L — dy 
/ 7 m ri OBER, Aa 47 NY -mG : )K ‘ 
I { Nur | Nr 08? Sr sın my 
192 /v y)- er BE Men race. Mn Annan AB RE 
a’ A M+-M+MmEM, ”’ 


(renügt davesen m der zweiten Gleichune /8.). so ist in dieser Formel das 
Vorzeichen von M zu ändern. 

Die von den reellen Wurzeln der Gleichung (14.) $.S abhängenden 
Glieder in den gesuchten Functionen w und lassen sich demnach zu zwei 
zwischen den Grenzen O0 und x nach dm auszuführenden Inteeralen zusammen- 
fassen. Diese beiden Integrale sind der Form nach einander eleich. sie unter- 
scheiden sich nur durch die Vorzeichen der in ihnen vorkommenden Quadrat- 
wurzel aus M’. Fasst man also beide Integrale zusammen. indem man sie 
auf gleiche Benennung bringt. so verschwindet aus der Summe diese irrationale 
Grösse M. Man erhält demnach ein Integral. das ausser trivonometrischen und 
Exponenlialfunetionen nur noch algebraische Funetionen der Variablen enthält 
Das Integral zerfällt. wie C,, in vier Theile. von denen der erste mil #. 
der zweite mit $&, der dritte mit 7,(y) und der vierte mit 7%,(y) verschwindet. 
Alle diese Integrale enthalten im Nenner die Funelion zwölften Grades in Be- 
ziehung auf m 

MM) + AM: 
in welcher nur gerade Potenzen von m vorkommen. und zwar besteht der 


37° 
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m 

— 
” 

vw 


Nenner immer »ur aus dieser Function. Bei den in w, vorkommenden. von 
7, und 2 abhängenden Inteeralen übersieht man dies sehr leicht. Denn es 
ist hier der Nenner 

MM MI HE ME HM MI?! MI Mun FAME N: 


dessen beide Faetoren M und Di, sich gegen gleiche Factoren des Zähler; 


herausheben. Dieser ist nämlich 


Fr a N 
, x x > „) uyy r Zn o 
52 ”v m? | M M, ' 1727 j?3) (Hr H Mu) -2m \/22 3 -+ I} ei M,,, 
Ä } 
1 ) y a’ u: 2 , ‚ kai “Nn\ 
m PA + — bh MIR + +m (EHE). 
; Tr \ ı1/?2 7 123 Pa?e3t P362 )\ 


Bei den übrieen in w,. vn. vs und g, vorkommenden Inteeralen ist dies 
nicht so leicht einzusehen. Doch wenn man eine langwierige Rechnung nicht 
scheut. so kann man sich überzeueen. dass es sich hier auch nieht anders 
verhält. sondern dass der Nenner aller Integrale lediglich aus der Function 
sechsien Grades von m’ 

Il. MH Mi) AM 
besteht. Diese Funetion aber steht mit den complex -imaginären Wurzeln der 


(Gleichune (5.) in so engem Zusammenhangee. dass diese zunächst untersucht 


werden müssen. Es wird sich darnach sofort die Natur jener verwickelten 
Inteorale übersehen lassen. 
Ist m complex -imaginär. so wird für e x 
le me +4, 


je nachdem der in ö= y—1 multiplieirte Theil von m positiv oder negativ ist. 


re 


Die ursprüngliche Gleichung (14.) $.5 wird also für complexe m zu der 


alvebraischen Gleichung sechsten Grades 


e) \ + + ı) 3} 3, 5. ) 
12.) 0 = mw+a— Ami at Fear 
Tti-mG, Te+ms, 
oder in der Form der Gleichung (5.) $. 9 
13.) %= MtiMıt Miu: 





Bei der Auflösung dieser doppelten Gleichung ist zu bemerken, dass nicht 
alle ihre Wurzeln m der Gleichung 14.) $.S zu genügen brauchen. sondern 


wenn ein m der Gleichung (12.) für den Fall des oberen Vorzeichens 


dass. 
genügt, es die Gleichung (14.) $.S nur erfüllt, wenn sein in © multiplieirter 


Theil positiv ist. und im Falle des unteren Vorzeichens. wenn dieser negativ 
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ist. Indess ist doch eine Untersuchung sämmtlicher Wurzeln nothwendie. da 
das Produet der rechten Seiten der beiden durch doppeltes Vorzeichen unter- 
schiedenen Gleichungen (13.) in einander gleich dem Nenner (11.) jener In- 
tegrale ist. Bei der Zerlegung dieser Integrale in Partialbrüche treten also 
alle Wurzeln der Gleichungen (13.) auf. 

Die Natur der Wurzeln dieser Gleichune sechsten Grades ist sehr 
einfach aus der Gleichung selbst zu übersehen. Durch die Substitulion 
wird dieselbe 4 d18 


) .n 


(14.) (0) 2 L-et\(.z-1 f.4-51) 22°19,(5,3- | (gl 


Diese Form der Gleichung zeigt. dass derselben kein positives reelles z g« 
nücen kann. dass sie dapeeen mindestens zwei neealive reelle Wurzeln 3 


besitzt. Dies letztere ereiebt sich daraus. dass die rechte Seite der Gleichun® 


für 2-0 und für x x positive. dagegen für zwischenliegende Argumenle z 
negative Werthe annimmt, also mindensiens zweimal 0 wird. Negativ wird 
aber die rechte Seite der Gleichung (14.) z. B. für =. wenn von den 


(‚rössen I, und [, die erstere den erösseren Werth hat. dagegen falls die 
letztere die erössere ist. für z — e. Hiernach hat die Gleichune 14 
entweder zwei negalive reelle und vier imaginäre. oder vier negative und 
zwei imaginäre oder endlich sechs negative reelle Wurzeln. 

Beachtet man indess. dass in der Gleichung (14.) die Coeflhieienten der 
sechsten und fünften. der zweiten und ersten Potenz der Unbekannten in 
sleichem Verhältnisse zu einander stehen. und benutzt die hieraus folgende 
Relation zwischen den diesen Coeflieienten entsprechenden symmelrischen 
Funetionen der sämmtlichen Wurzeln. so überzeugt man sich sofort. dass auch 
der letzte dieser drei Fälle nicht möglich ist. wenigstens wenn «@ von 0 ver- 


sehieden ist: die Wurzeln müssen daher die Form haben 


3 — w+b: +ai+b; B, : b, : Er h 

15) \ also m ra +bi; —a +bi; + bi: Fb; Fbi; Fb,i, 
joder 3 — i+b: +ai+b: —ai—b, :; +ai—b,; —b, ; —b; 

also m = ta +bi: —a +bi: +a, Fb,i: —a, Fbii: Fb;i: Fbi. 


wo alle a und b positiv sind. 
Die Grössen 5b, und 5b, stehen in dem Verhältnisse. dass eine aus der 
anderen entsteht. wenn die Indices 2 und 3 mit einander vertauscht werden. 


Dies ist eine Folge davon. dass die Gleichung (14.) symmetrisch nach diesen 
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Indiees ist. dass ferner für 5 =J, b),—=b, wird. und dass eine der beiden 
Wurzeln. etwa b,. mit & und 5, mit [, verschwindet. 

Etwas analoges findet zwischen den Grössen a und a,. b und 5, im 
leizten Schema (15.) släll. Man erhält nämlich a, aus a und 5, aus b dureh 


1 


Vertauschung der Vorzeichen der Grössen =. P3- &» &. Denn kehrt man 
in der Gleichung (14.) das Vorzeichen dieser Grössen um. so erhält man aus 
derselben dieselben Wurzeln. aber mit umgekehrtem Zeichen. Da sich nun 
für kleine Werthe der Reibungsconslanten. für welche jenes letzte Schema (15. 
onltie ist. die Wurzel - @@+b z.B. weder in —a«—b noch in + wi—b ver- 
wandeln kann. so muss dieselbe durch Umkehrung jener Vorzeichen in +a,i--b, 
übergehen. also a in a, und 5 in b,. 

Ich werde im Folgenden dies letzte Schema (15.). da es für die 
wirklich angestellten Beobachtungen das richtige ist. als eüllie vorausselzen 
und auf dasselbe die weitere Transformalion der gefundenen Ausdrücke basiren. 

Von den gefundenen Wurzeln (15.) haben immer, wegen der Be- 
schränkung des Vorzeichens von 5b, nur vier derselben 

m—=+tarbi und m=-—-artbi 
die Eigenschaft, der Gleichung (14.) $.8 für e=x zu genügen. Da ferner 
in den für die Funelionen w und g, gefundenen Ausdrücken gleiche. mil 
snleeeengeselztem Vorzeichen behaftele Wurzeln der Gleiehuneen keine ver- 
schiedenen Terme „eben. so treten in denselben von diesen vier Wurzeln 
der Gleichung (14.) $.S nur zwei. elwa 
m = atbi 

xls bestimmende Constanten von parlieularen Integralen auf. 

Die diesen Grliedern als Factoren zukommenden Constanlen Ü, foleen 
aus der zweiten Gleichung (19.) &.8 für m=atbi unde=e—x., Durch 
Kinselzen dieser Werthe wird nach den Gleichungen (20.) 8.8. da e gegen 
die in cos’ me enthaltene Exponentialgrösse verschwindet. 


177 





16. = on 1. . p = —_ STIER 
(+i+(arbi)d,) (+ti-+(a+rbi)g,) 
ferner wird nach den Gleichungen (17.) $. 8 
| prtbi/,n cos (arbi)yrisin(arbi)y 
(9 — RA. nn —- -! 
17 J 1i(a+bi)L, 
F, / 
ER In cos(at+bi)uv--isın(at+bi)y 
IP I) = — N 


1 +2(a bi)S, 
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Es wird also nach Gleichung (19.) $.s 


’ ’ .- } 
N} . ie Ri ‘ .) | ‘ .) 
| 326 | l 3(- 55) 1 22 p =/I3,P \ 
IS.) 
\ I \ . a* Se - ind 
| P- ap Pp+2n/ P(y)P(y)dy- 23, /P, y)P,(y)dy 
+ ) © « “ / “ « “ “ 


t) 


Da endlich für m — a+bi 


f ’ a+bt)? / + — . .. s ! 
(19) e"t= et3%9" —_ (cos2abt F isin2abt) e 2 


.) 


ist. so sieht man ein, dass diese complex-imaginären Terme der Funetionen 
» und g, mit den in den Formeln des $. 7 vorkommenden analogen Gliedern 
der Form nach völlige übereinstimmen. und dass sie sich von diesen nur dureh 
die Werthe der Constanten unterscheiden. Man erhält nämlich durch Ver- 


einigung der beiden von a+bi abhängenden Lösungen auch hier Glieder von 


-- 


(oleender Form. und zwar 


ing,  ;A,cos2abt-+- B,sin2abt\ e“" 


. ‘ . ‘ (a? b?2 
Fi vr 4A,cos2abt-- B,sinZabt}e” m 


(20.\ Ä 


in vn 1 A,cos(2abt— ay)-+ B,sin(2abt—ay)\)e ”e 


in v;  14A,cos(Zabt— ay) + B,sin (2abt—ay)\e’e 


Hierin bezeichnen die A und B von a und 5 abhäneende Constanten. deren 
vollständiee Entwicklung unnölhige ist. Neben der orossen Analogie mit den 
[rüheren Formeln des $.8 zeigen diese allgemeineren einen wesenllichen Unter- 
schied. darin nämlich, dass die in w,. vr, und w, enthaltenen Constanlen 4 
und B nicht dieselben sondern im Alleemeinen verschieden sind. Indess die 
Art. in der diese Terme von y und ? abhängen. ist in dem jetzt untersuchten 
Falle venau dieselbe wie in dem früheren. 

Eine ähnliche Analoeie tritt in den Gliedern der Endausdrücke auf. 
welche durch Zerleeung der nach dm auszuführenden Integrale in Partial- 
brüche entstehen. Da die im Nenner dieser Integrale enthaltene Funetion 
11.) vom sechsten Grade in Beziehung auf m’ ist. so zerfallen die In- 
teoerale nicht wie früher in 4. sondern in 6 einfachere. Von diesen sind 4 
den in 8.7 gefundenen völlig analog. Setzt man das letzte Schema (15. 
| 


als richtig voraus, was bei kleinen Werthen der Reibungsconslanten der Fall 


ist. so kommt man durch Zerlegung und gleiche Translormalion wie ın $. % 
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auf die 4 Integrale (Gleichung (36.) $. 7) 





’ l 4a / 11? f 1 io / 
C(-y)=- / du.cos ZauyNe“: C(y)=-— fi du.cos(2a,uyt)e 
RT | Dur 

2] “ u 
w | (HS. 1 ze # 
s(-y)=- / du.cos(lauy\e":. S’(y)= — / du.sin(2a,uyt)e 
S rt. .} yı 
in denen die Grenzen die Bedeutung 
Y Ä U 
u— bytl— -—: u —=b,yl+— 
2yt 10 2yt 


besitzen. Die constanten Coeffieienten, mit denen die Funetionen C(—y 
und Sy) multiplieirt werden, sind die in den Ausdrücken (20.) enthaltenen 
Constanten A und B: die Coeffieienten von C’{y) und S$’(y) sind aus a, und 5, 
analooe »rebildet. 

Die beiden übrigen durch Zerlegung entstandenen Integrale werden 
dureh die Wurzeln 5b, und 5, bestimmt: sie erlangen durch «leiche Behand- 


lune die Formen 


1 «LT. | «LT. 
C'y)=-— / du.e“, C"y)=— / du.e 
\ . rn. e yr. 


| 6. 


En. in denen 


%&., = db: Yt+ 7 i un = b,yt- er 
oeselzt ı1st. 
Bezeichnet man weiter den Formeln (37.) $.7 analog 
U—y ee? e 'f(e > y))cos$—S(— y)sin9! 
V(-y) = ete& '(e '—C(-y))sin#+S(—y)cos#} 
99, U(y ee! {C'(y)cos9, +8’ (y)sin 9} 
Iy) e''‘ ei !{C’(y) sin 9, —S’(y) cos9,! 
Ur) = er eitc"(y) 
U” (y) = er ec” (g) 


wo die Grössen 9 und 9, dieselbe Bedeutung haben wie in den Gleichun- 
Een ıD. S. ri 

(24. 4 — Zabt— ay 3, = Ra b,t+a,y. 
so erhält man folgende den Gleichungen (38.\ und (39.) $.7 ganz analoge 


Ausdrücke der vesuchlen Funetionen 
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fı = AuU(0)+B,V(0)-+ A,U’(0)+B,V’(0)-+ A, U" (0)-+ A, U” (0 
a i A,U(O m BI 0‘ A,U' M) | B,) N (0 A, u” () A u” (0 
9 = Ally)+BVW)+AUY)-+BVy)+AU"y)+AU”(y 


925 1 1” zu 
3; Us { nn / , : n?i 
t 0 


> 


Pr A;U(y)+BV(y)+AU'’(y)+BV'(y)+4A U"’(y)+4A, U” (y 


a | 
+ — / / Fr, \COSm y—y,) -ecosm(y-+yı)ye dmdy, 


Hierin sind die mit den Buchstaben A und B bezeichneten Grössen Iheils die 
schon in Gleiehune (20.) eingeführten Constanten. theils diesen aus den an- 
deren Wurzeln der Gleichung sechsten Grades analoge «vebildet. Einer näheren 
Berechnung dieser Coelfiecienten bedarf es zur Anwendune auf die Beob- 
achtune nicht. 

Hierzu genügt die Bemerkung. dass mit wachsendem 7 alle in den 
obigen Gleichungen enthaltenen Funelionen sich weit rascher der Grenze Null 
nähern als die Glieder. welche die Exponentialgrösse 
P (a?— 5h2)t 
zum Factor haben. Dass sie sich überhaupt dieser Grenze Null nähern. sieh 
man nach den ın 8.7 gemachten Bemerkungen ohne Schwierigkeit ein. Aus 
denselben folet ebenfalls. dass die von a und 5 abhängenden Integral - Trans- 
eendenten ÜC und S für erosse Argumenle f gegen e”'  verschwindend klein 
sind Ebenso verhält es sich mit den entsprechenden von a, und b, ab- 
hängenden Funeclionen. wenn die in der Natur erfüllte Voraussetzung beibe- 
halten wird. dass die Reibungsconstanten kleine Grössen sind: denn dann is! 
auch hier nahezu 

em wu de. 

Noch rascher als diese Funetionen nähern sich die von b, und b, ab- 

häneenden mit zunehmendem f der Grenze Null. Denn diese Grössen sind von 


ziemlich bedeutendem Werthe. Es ist mit Vernachlässigung von /, und 9; 


1 


-_— 


b,=— b, 


2 3 


I muy 


Nun sind die Grössen { nach den Formeln (8.) $.8 gleich dem Verhältnisse 
von zwei Reibungeseonstanten. also für kleine E von bedeutendem Werthe. 
Diese Constante E ist. wie die Beobachtung beweist. wirklich eine kleine 
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(wrösse. b, und b, sind also bedeutend, und die Functionen U”(y) und U" (y 
verschwinden mit wachsendem ? von einem von y abhängenden Werthe von / 
an äusserst rasch. Jch kann daher auch diese Functionen gegen die Ex- 


ponentialfunelion u 
u 


vernachlässigen. sobald # hinlänglich gross geworden. Ob dieser Werth von 
’ während der Beobachtung erreicht wird. muss die Beobachtung selbst lehren. 
Diese zeigt aber, dass schon nach wenigen Oscillationen des Apparats die 
Amplituden nach dem Geselze einer geometrischen Reihe abnehmen. 

Ich bin also berechtigt, statt der Formeln (25.) für grosse Werthe 


von £ folveende angenäherle als richtie anzusehen 


fı = IAcos2abt+- B,sin2abtl e 09" 

a 7 4, cos2abt-+-B, sin 2abt\ e "PD" 

= u2 [A,cos (2abt — ay;) + B, sin (2abt — ay,)\e et»! 
| a = 
'P3 A; cos (2abt — ay;) + B; sin (2abt — ay;)} ee Pt 


> 


Hier habe ich nach den Gleichungen (6.) $.S die bisher nicht hervorgehobene 
Unterscheidung der beiden y, 9, und y, wieder eingeführt. um die Ver- 
schiedenheit der Beweeune in beiden Flüssiekeiten hervortreten zu lassen. 
Die Formeln (26.) zeigen, dass bei Anwesenheit zweier Flüssiekeiten 
die Bewegung in ähnlicher Weise vom Orte des bewegten Theilchens und 
von der Zeit abhängt. wie wenn die Scheibe nur von einer Flüssiekeit um- 
veben ist. Die Geschwindigkeit eines Theilchens der Flüssigkeit nimmt in 
veomelrischer Progression mit wachsender Entfernung von der Scheibe ab. 
aber in beiden Flüssigkeiten nicht nach demselben Geselze. Ausser diesem 
Unterschiede von dem früher untersuchten Falle zeigt sich noch der zweite 
bemerkenswerlhe. dass die Geschwindigkeit eines der Scheibe unmittelbar be- 
nachbarten Flüssigkeitstheilchens von der der Scheibe um eine endliche Grösse 
verschieden ist. Die Geschwindigkeit, sowohl die der Scheibe als auch die 
der Flüssigkeit, ist eine periodische Function der Zeit. Beide bewegen sich 
in regelmässigen Ösecillationen, deren Dauer 
oc 


m 
2ab 
ist. Der Beginn einer Osecillation tritt für ein Theilchen der Flüssigkeit nicht 
zu derselben Zeit ein wie bei der Scheibe, sondern immer später, und zwar 
um so später, je weiter das Theilchen von der Scheibe entfernt ist. Die 
Verzögerung ist in unmittelbarer Nähe der Scheibe schon von endlicher Grösse 
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und ist in beiden Flüssigkeiten verschieden eross. Die Winkeleeschwindiekeil 
endlich nimmt mil zunehmender Zeit in geomelrischer Progression ab. ebenso 
die Amplituden der Scheibe. Die Maximal-Ablenkungen aus der Gleich- 
sewichtslage bilden eine geometrische Reihe. deren logarithmisches Deeremen! 
in natürlichen Logarithmen 

a’ —b 


2ab 


(= —b’)T 


ya 


si 

Zur vollständigen Discussion der Gleichungen bleibt nur noch eine 
Berechnung der Grössen a und 5b übrie. Ich habe diese Grössen in Form 
einer Reihe berechnet. welche nach aufsteisenden Poltenzen der Reibunes- 
eveflieienten fortschreitet, jedoch eines praktischen Grundes wegen nicht nach 
Poienzen der im Vorstehenden enthaltenen Grössen 5. 5. 5. &. Tech habe 
zunächst. da ich nur eine Anwendung auf das im Eingange des $. 8 erwälnte 
Experiment beabsichtigte. die Constanle 

E, 2. ee = 

veselzt. Ich habe dagegen die Voraussetzung gemacht. dass E, klein. »,, abeı 
verhältnissmässie eross. also ©, ebenfalls gross sei. und demeemäss nach auf- 


steieenden Polenzen von 


an ,  aR'ymg Mi ER, 
2. 3; 05 = — / 
entwieckel! Diese Vorausselzuneen sind z. B. erfüllt. wenn die Scheibe ın 


Wasser unmittelbar unter der Oberfläche von Oel schwingt. Dann ist »,, der 
kleine Coeflieient der inneren Reibung des Wassers. 7), der innere Reibungs- 
eoeffieien! des Oels. der von bedeutender Grösse ist. und E, der gegen letz- 
teren kleine Coeffieient der zwischen Wasser und Oel ausgeüblen Reibung 


Sn habe ich erhalten 


e 1 l N > . #8 3 
(- bi — — (/ . u - — 3 4; 3 ı 2 
} 2 de } 2 3 [44 4 72 
| tg 1 4 y 1 EU ; 
| 2y2 0a v2 °’a y2 10% 
28. N pP Y nn ! 5 P;) 
> a? j 2 16 Ps 
ı 75 | 1+i ı 7 
> 2 
i 2 84 ' Y2 - & 
1+t N Pr 
V2 4 0° 
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wodurch a und 5b bis auf Grössen vierter Ordnung genau bestimmt sind. 
Diese Formel liefert zugleich den Werth von a,—+b,i, wenn in derselben die 
Vorzeichen von y und 5 umgekehrt werden. Von den beiden übrigen Wurzeln 
b,i und d,i bleibt in diesem speciellen Falle nur die erstere. und zwar ist 
ebenfalls bis auf Grössen vierter Ordnung genau 

b; 


Aus der Gleichung (28.) erhält man leicht die beiden für die Beob- 


Un 


achtung interessanten Grössen, die Schwingungsdauer 





pa) 2 
T Ri ER + 7 | | 1 I; | N LEE 
2ab a’! y2 «@ 0 
| “ARE 
2 N 
(29. ® 
I Ar 
| 2y2 0a’ 
1 ys 
y2 a’ 
und das logarithmische Decrement der Amplituden 
au iR A ,_3__B: 
2ab v2 @ ne syYy2 a’ 
Y “SR 
7 Ey 
2 2, 
30.) I By, ıfr 
2yY2 0’ ag‘ 
11 9,7 
sY2 «a 
Ber 
v2 a’  2y2 0° 


Die Schwineungesdauer in der Flüssiekeit ist also. wie schon oben bewiesen 
wurde. orösser als dieselbe im luftleeren Raume 
u = 
104 
Das logarithmische Decrement ist ebenfalls grösser, als wenn die Scheibe 
unter der freien Oberfläche der durch den Index 3 bezeichneten Flüssiekeit 
(des Wassers ohne Oel darüber) ihre Schwingungen ausführte. In diesem 


Falle würde das logarithmische Deerement sein 


18%_,3,3% 


€ 


v2a a 'sy2a 


(32) 
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Die Differenz 


[ De 


—— 
St 
“> 


"| 

| 

N - 
[ 
R 


kann mit Vortheil zur Berechnune der Constante E benutzt werden. 
Die über diesen Gegenstand angestellten Beobachtungen theile ich nich! 
hier, sondern nur in meiner experimentellen Abhandlung mit. da sie von ge- 


rineem theoretischen Interesse sind. 


In ganz derselben Weise, und zwar ohne eine Annäherung einzuführen. 
die der in $. 5 erörterten analog wäre. lässt sich die Rechnung für den Fall 
ausführen, dass statt der Scheibe eine Kugel in der Flüssigkeit oseillirt. Dass 
diese Rechnung streng ausführbar ist, hat seinen Grund in dem Vortheile. den 
die Anwendung der Kugelfunetionen gewährt. Der Gang der Untersuchung 
für den Fall der Kugel sowie das Resultat sind den hier für die Scheibe 
durchgeführten so vollständie analoe. dass in dieser Analogie eine wewisse 
Beeründunge der gemachten Annäherung lieot. 

Man führt passend statt der Winkelgeschwindigkeit w eines Flüssig- 


keitstheilchens als abhäneiee Variable der Differentialeleichung die Grösse 
re av yl— uw 


ein. indem man r den Abstand des Theilchens vom Mittelpunkte der Kuge! 


und « den Cosinus des Winkels nennt. den die Richtung von r mil der 


Drehungsaxe einschliesst. Diese Grösse genügt der Differentialgleichung 


3 ( r ; 

- e ol u") — 

o oP o’P | ’ P 
r’ö 


n ot “Or ou "(i—u” 


Man integrirt diese Gleichung leicht, wenn man P in eine Reihe entwickelt. 
welche nach den Grössen 
— dp") 


p” = 11-w —— 


dıu 


[ortschreitet. Hierin ist PC die Kugelfunclion von der Ordnung x». also die 
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oanze aleehraische Fnnetion. welche der Differentialeleiehung 


Ip») N 
d 2\ u \ 
( P du J 


0 n(n-+-1)P' 
du 


venügl. so dass pp" die Differentialeleichun® 


dp! ) \ 


dl Aa—u? 


du | u 


du j pi) 


) nn I,p 


erfülh 
Als Coeflieienten der so einseselzten Reihe erhält man dann Funetionen 


von r und #. welche der Dilferentialgleichung 


/ 


ag") ( q! ra nın 1 


n„ 0ol er 


Din | Pal} EEE nn ARE, ! DE 
sentgen. Wie Inlegralion dieser Gleichung geling 


{ leich!. indem man g gleich 
em Produele einer Funeltion von ft in eine andere Function von r selz! 


P daroestelit durch eine Reihe von parlieularen inte- 


Man erhält so 
oralen. von denen einige die von der Kugel unabhängiee Beweeune der 
Klüssiekeit. andere die beiden gemeinsame darstelien. Dies führt wieder aul 
die Aufsuchune der Wurzeln mehrerer transcendenler Gleichungen. Unter 
diesen Gleichungen besitz! eine. diejenige. welche die gemeinsame Bewegung 
von Kugel und Flüssigkeit bestimmt. complex -imaginäre Wurzein. Nimmt man 
die Flüssigkeit unbegrenzt an. so findet man. dass die beiden complex -imagi- 
nären Wurzeln einer algebraischen Gleichung eenücen. Dieselbe ist für den 
"all. dass die Flüssiekeit fest an der Oberfläche der Kugel haftet. vom fünften 
Grade. während die entsprechende Gleichung bei der Scheibe vierten Grades 
is!. Dies macht den Unterschied. dass bei der Zerlegung der Integrale. welche 
aus den von den reellen Wurzeln herrührenden parlieularen Lösungen enistan - 
den sind. in Partialbrüche einige Glieder mehr auftreten als bei der Scheibe. 

(anz ebenso ist das von Helmholtz untersuchte Problem zu behandeln. 
wenn man die Integration sirene durchführen will. Wie bereits erwähnt. be- 
{ill dies Problem ein Experiment. bei welchem sich die Flüssigkeit im Innern 
einer Hohlkugel befindet. welche um einen ihrer Durchmesser als Axe 
schwingt. Es tritt hier der Unterschied ein. dass die complex - imaginären 
Wurzeln der transcendenten Gleichungen nicht zugleich Wurzeln von alse- 
hraıschen Gleichungen sind. Ferner vereinigen sich die von den reellen 


Wurzeln herrührenden Lösungen der Differentialgleichungen nicht zu Integralen 
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Man überzeuet sieh aber auf diesem Weve. dass die von Helmholtz aulse- 


stellten parliceularen Integrale der Gleichungen diejenigen sind. von denen die 


numerische Bereehnung der Beobachtungen abhänet: vorauseeselzi. dass noelı 


der Nachweis eeliefert würde, dass die Iranscendente Gleiehune nur ei» Paar 
imaeinärer Wurzeln besitzt. oder was dasselbe ist. dass die von Helmholtz 
aufeestellten Gleiehungen Schwingungesdauer und logarithmisches Deeremen! 
der Amplituden eindeutig bestimmen. 


Breslau. im Januar 186] 
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Sur Pinvarıant du 18° ordre des formes du eimnquieme 

degre et sur le role qu’il joue dans la resolution de 

"equation du einquieme degre, extrait de deux letires 
de M. Hermite a Vediteur. 


J’ai enirepris en suivanl la methode de M. Kronecker de ereuser 
un peu plus a fond la resolution de equalion du 5° deere . . . . Chemin 
laisan! jai eu A eludier linvariant du 18° ordre des formes du einquieme 
degre qui joue un role fondamental dans la marche que jai suivie. Peul-elre 
vous inleressera -l-il de connaitre comment il sexprime au moven des racines 
Pie Pie Pe 0. 0, de la forme represenlce par 

[ ar —- uY)r—- aYy)c—- my) —zy)(c— aY 
\oieci le resultat que jai obtenu. Soil pour abreger 


mm DE. 


on aura 

a KO10H(32)-+- (020314) } KK01)(02)(43)--(03)(04)(12)} J:01 10342) --(02 1041031 )) 
112)(10)(43)+-(13)(14)(20)4 1 12)13)04) + (1410,23 3} 1214103) --(133110)(42)) 
12321904) +(24)(20)(31)} 23210) +-(20)(21)(34)} IK231(20)(14)-—-(24121)103)) 


‘) 


— 1(34)(32)( 10) +-(30)(31)(42) 1 (34) (3012 1) +-(31)(32)(40)19(34)(31)120) (30,132 ),(14)! 
(40 1(45)(21,--(41)(42)(03)} 40)(41)(32 (42)(43)(01 )! 1(40) (42,131) +41 )143 1120 1} 


les quinze lacleurs ont ele reunis trois a trois de maniere a former eingq 
produils. svmelriques chacuns par rapport a toules les racines moins une. Le 
produii tolal est done bien symetrique par rapporl a toutes les racines. e! 
Ion reconnailt dailleurs immediatement quil represente un invariant car il ne 
change pas quand on remplace les racines par leurs inverses et quon les 
auemenle dune meme quantite 

Desienons par A,. A). Ay. A,. A, les eing produits de trois facteurs 
don! se compose lexpression de linvariant /. de sorte que 
\ KODKOHLEN (003 IH HODKOSIIH3I) — LOSU OH I2I KON )L03142) — (021 /041131 )} 

etc. 


on peut ecrire 


/ ax, A, X, X,X, 








TE 
le 


» 
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el A, sera une fonelion rationelle et entiere de la seule raeine r,. Cela 
pose les quantiles suivantes 

2, a X,(12)(13)(14) (23) (24) (34). 

3, a” X, (23) (24) (20) (34) (30) (40). 

3; a’ X, (34) (30) (31) (40) (41) (01). 

3; a” X,(40)(41)(42) (01)(02) (12). 

2; a® X,(O1)(02) (03) (12) (13) (23 
seront elles memes sauf un facteur qui est la racine du diseriminant. des 
fonetions ralionelles semblables de «,. x, ele.. car on peut eerire par exemple 


en representant le diseriminant par 4: 


. ww v. 
in. aA, VI)(O2)(O3)(04) ' 


ce qui est evidemment une fonction rationnelle de r,. Or Nequation du 
einquieme degre dont les racines seront ces quanlites z,. 2, ele. aura pour 
coeffieients des invariants. el sera de cette forme: 

2+L3’+M4:s+1Iy# = 0 


I, et M etant du 12° et du 16" ordre et / du 18° 
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Ueber die Gleichungen fünften Grades. 


(Aus’dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 





















(Von Herrn Kronecker.) 


lei habe in jüngster Zeit eine Frage zum Abschluss gebracht. mit 
der ich mich seit fünf Jahren ab und zu beschäftigt und welche ich immer 
wieder aufgenommen hatte. weil deren Erledigung für die weitere Richtung 
meiner algebraischen Untersuchungen beslimmend sein musste. ——- Ich kam 
nämlich bei meinen Studien über die algebraische Auflösung der Gleichungen 
sehr bald zur Einsicht. dass das Problem nach zwei Seiten hin einer allee- 
meineren Auffassung fähig ist. und zwar in folgender Weise: einerseits sind 
statt der Gleichungseoeflieienten. d. h. also statt der symmetrischen Functionen 
der Wurzeln. alleemeinere rationale Functionen derselben. welche ich Affeet- 
[unetionen nenne. als gegeben vorauszuselzen: andererseils sind statt der ge- 
wöhnlichen Wurzelzeichen d. h.. also statt derjenigen Funetionszeichen. welche 
durch die reinen Gleichungen definirt werden. allgemeinere algebraische Func- 
tionen einzuführen. welche bei der Auflösung als Hilfsfunetionen dienen sollen. 
Die erstere Seite dieser erweiterten Auffassung war. wenn auch nicht in 
deutlich ausgesprochener Weise, schon in älteren algebraischen Arbeiten ent- 
halten: in der zweiten Art der Veralleemeinerune ist das Problem aber erst 
in neuerer Zeit von Hrn. Fermite und gleichzeitig von mir selbst aufgenommen 
worden. Indessen war der Weg. welchen ich dabei einschlug,. von demjenigen 
des Hrn. //ermite durchaus verschieden. und namentlich hat eine Forderung. 
welche ich an die Methode der Lösung stellte. mir den Abschluss der Frage 
für die Gleichungen fünften Grades erschwert. aber andererseits. weil sie in 
der Natur der Sache beeründet ist, auch auf weitere inleressanle Untersuchun- 
sen geführt. 


„Wenn eine Gleichung algebraisch auflösbar ist, so kann man der 






Wurzel allezeit eine solche Form geben. dass sich alle algebraischen Functio- 






nen. aus welchen sie zusammengesetzt ist. durch rationale Functionen der 






Wurzeln der gegebenen Gleichung ausdrücken lassen” —- so lautet ein Satz 






von Abel, der eine überaus wichtige Eigenschaft der gewöhnlichen Wurzel - 
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ausdrücke enthält. Diese Eigenschaft ist es. welche auch den alleemeineren 
Ausdrücken für die Wurzeln der im eewöhnlichen Sinne nicht auflösbaren 
(leichungen erhalten bleiben muss. und dieser Forderung eemäss sind die 
neuen algebraischen Functionszeichen zu wählen. mit Hilfe deren die Auflösung 
von Gleichungen im weiteren Sinne zulässige wird. 

Die erwähnie Forderung. welche ich in einer ausführlieheren Mittheilung 
näher begründen werde. leitete mich bei der Beschäftigung mit den Gleichun- 
oen fünften Grades darauf hin. rationale Funetionen der fünf Wurzeln zu 
suchen. deren verschiedene durch Permmutation der Wurzeln entstehende distinele 
\Werihe möglichst viele identische Relationen unter einander haben. Indem 
ich aus leicht ersichtlichen Gründen nur solehe Permutalionen zuliess. welche 
einen Werih der Quadralwurzel aus der Diseriminante der Gleichung fünften 
(‚rades ungeänderl lassen. fand ich in der That zwölflwerthiee rationale 
Funetionen der fünl! Wurzeln. welche die Eigenschaft haben. dass je zwei 
von den zwölf Wertihen derselben sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden 
und die sechs verschiedenen absoluten Werthe dureh drei lineare Relationen 
mit einander verbunden sind. Das Quadrat einer solchen Funelion ist deshalb 
Wurzel einer Gleichung sechsten Grades. deren Coeffieienten aus denen der 
(sleichung fünften Grades und aus der Quadratwurzel der Diseriminante in 
rationaler Weise zusammengesetzt und nur von drei solchen rationalen Aus- 
drücken abhäneie sind. Durch die Auffindune dieser Art von Funetionen oe- 
lane es mir erstens fast ohne alle Rechnung die Modulargleichunge fünfter 
Ordnung für die Auflösung der Gleichungen fünften Grades zu benutzen. und 
ich habe deshalb zwei jener bemerkenswerthen Functionen Firn. Hermite in 
einem Briefe mitgetheilt. welcher in den comptes rendus der Pariser Akademie 
vom Jahre 1858 abgedruckt ist: zweitens aber war dadurch die Möglichkeit 
segeben. die allgemeinen Gleichungen fünften Grades in einer der oben er- 
wähnten Forderung entsprechenden Weise aufzulösen. aber freilich nur mit 
Hilfe aleebraischer Funetionen von zwei Variabeln. Um diesen wichlieen 
Punkt näher zu erörtern. setze ich: 


x <' 2 [ 

y " . . n? 2 7 

/ \ Le 4 l - 2 ‚® Pi j * Ty4 } ut sın wo = M m q m-n 7 a 1.5 
z ) 2 


zu 9 


WO I. Zi Dr. 25. , die Wurzeln einer Gleichung fünften Grades: A = 0 
bedeuten. die Summationen sich auf die Werthe m =0. 1.2.3.4 und 
»„—1. 2. 3. 4 erstrecken, und die grösseren Indices auf die kleinsten Reste 
modulo: 5 zu reduciren sind. Alsdann genügt f(x,. 7. 7,. 7,. r,) einer 
39 * 
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Gleichung zwölften Grades: 
1.) (f+a)+4a(f+a)+10b(f’+a)’+4elf+a)— Aac+5b' = 0. 
in welcher a, b, e zweiwerthige ganze rationale Functionen der fünf Wurzeln « 
sind. Aber es giebt ausser der Function f noch unzählige rationale Funclionen 
der Wurzeln x, welche dieselbe Eigenschaft haben, Gleichungen zwölften Grades 
von der angegebenen Form zu erfüllen *). und unter den rationalen gebrochenen 
Funetionen dieser Art giebt es wiederum solche, für welche die den Grössen 
a,b, ce entsprechenden Ausdrücke nur von zwei ralionalen zweiwerthigen 
Functionen: p(X, 2, Lıs 235 04), Ws Kir Xas 73,04) abhängen. Eine der- 
arlige speciellere Function f ist daher eine implieite gegebene algebraische 
Funetion von g und w und möge als solche mit: W(y, w) bezeichnet wer- 
den. Da nun die Funetionen f evklisch sind, also mit Hilfe derselben die 
(Gleichung: X —=0 auflösbar wird. so lassen sich die Wurzeln der allgemeinen 
(Gleichung fünften Grades mit Hilfe von Quadratwurzeln. fünften Wurzeln und 
mit Hilfe des Funetionszeichens W explieite darstellen. und zwar in einer 
Weise, welche die oben angedeutete Forderung vollständig erfüllt. Alles 
dies ergab sich mir im Wesentlichen bei Auffindung jener Functionen: f als 
unmittelbare Consequenz. Aber es galt nun zu ermitteln. ob hiermit die Frage 
abgeschlossen. d. h. ob es unmöglich sei. die algebraische Function zweier 
Variabeln: W auf solche von einer Variablen zurückzuführen. Dass, wenn man 
jene mehrerwähnte Forderung dabei fallen lässt. eine solche Reduction in der 
That möglich ist, war seit lange bekannt und ist von mir in jenem Briefe an 
IIrn. Hermite neuerdings dargelegt worden. Ich hatte auch bei weiterer Be- 
schäftigung mit diesem Gegenstande noch speciellere darauf bezügliche Re- 
sultate erlangt. Aber erst vor Kurzem ist es mir gelungen, die Hauptfrage 
zu erledigen und festzustellen, dass die Reduction der algebraischen Function: 
W auf Funetionen eixrer Variabeln und deshalb überhaupt die Auflösung der 
allgemeinen Gleichungen fünften Grades mit Hilfe von algebraischen Functlionen 
einer Variabeln unmöglich ist. wenn dabei jener oben angeführte und für die 
Auflösung der Gleichungen durch Wurzelzeichen geltende Satz Abels bestehen 


bleiben soll. Dieses Ergebniss bildet somit eine. wie mir scheint, bemerkens- 






Y 


*) Man sche hierüber auch die Ausführungen des Hrn. Brioschi ın seiner Note: 
„Sul metodo di Kronecker per la risoluzione delle equaziomi di quinto grado” (am 
25. November 1855 im Lombardischen Institut gelesen), wo auch für eine besondere 
Funetion f der vollständige Ausdruck der Coefficienten a, b, ce durch die Invarianten 
der Gleichung fünften Grades zuerst gegeben ist. 
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werthe Erweiterung des Abelschen Beweises für die Unmöglichkeit der alge- 
braischen Auflösung von Gleichungen höherer Grade: und es enthält zugleich 
für den Fall des fünften Grades den Abschluss des Auflösungsproblems in 
seiner allgemeineren Fassung. einen Abschluss. vor dessen Erreichung ich 
meine Resultate nicht als fertige und für eine Veröffentlichung reif betrachten 
konnte. 

Dass sich hier in der Algebra das Bedürfniss geltend macht. Funelionen 
zweier Variabeln einzuführen, wiewohl dieselben in gewisser Weise auf Funelio- 
nen einer Variabeln zurückführbar sind. kann durchaus nicht befremden. wenn 
man sich dessen erinnert. dass auch in der Analysis die vierfach periodischen 
Funetionen zweier Variabeln durch Jacobi eingeführt und als durchaus naltur- 
vemäss beibehalten worden sind. obgleich dieselben. wie er selbst im 30" 
Bande dieses Journals gezeigt hat, sich aus Functionen einer Variabeln alge- 
braisch zusammensetzen lassen. Ohne indessen auf diese Analogie näher ein- 
zugehen. will ich mich zu den Gleichungen fünften Grades zurückwenden und 
an die oben angedeutele Form der Auflösung derselben noch einige Bemer- 
kungen knüpfen. 

Wenn man. wie im Vorhergehenden. mit f(x, 2. 7...23.,) eine der 
Funetionen bezeichnel. die einer Gleichung von der Form (l.) genügen. und wenn 

fi Fi sin Dias Dr Bra) 
gesetzt wird, so sind: +f, tfi- tfı- tfh- +/;- +fı die zwölf verschiedenen 
Wurzeln jener Gleichung. Es giebt nun wiederum ralionale Funelionen der 
sechs verschiedenen Grössen f, welche Wurzeln von Gleichungen fünften 
Grades sind. deren Coeffieienten sich aus a, b, e rational zusammenselzen. 
Wenn & eine dieser Functionen der Grössen f bedeutet. so ist demnach & 
zugleich eine rationale Function der Wurzeln x selbst. und zwar eine solche. 
die. als ganze rationale Funelion einer der Wurzeln x dargestellt. in ihren 
Coefficienten nur diejenigen der Gleichung: X = 0 und die Quadratwurzel der 
Discriminante derselben rational enthält. Auch lässt sich ohne alle Reehnune 
zeigen. dass das Product: (ff) (fi -f)(fa—f). Welches unter den mit: & 
bezeichneten Funelionen inbegriffen ist, einer Gleichung fünften Grades genügt, 
in welcher sowohl der zweite als der vierte Coeffieien! gleich Null ist. Dieses 
Resultat, welches ein gewisses formales Interesse hat. lässt sich übrigens auch 
aus einer der schönen Notizen entnehmen. mit welchen Hr. Brioschi die An- 
zeige von der Hermiteschen Auflösung der Gleichungen fünften Grades be- 
gleitet hat. Ferner hat neuerdings auch Hr. Hermite in einer brieflichen Mit- 
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theilung an Hrn. Borchardt *) eine specielle Function der Wurzeln einer Glei- 





chung fünften Grades angegeben. welche zu jenen Functionen: & gehört und 
















sowohl dureh ihre Einfachheit als namentlich durch ihre Beziehung zu den 
Invarianten der Gleichung ein besonderes Interesse darbietei. Das Wesen 
der Sache aber. welches schon aus den einfachsten Betrachtungen über die 
Funetionen f hervorgeht. lässt sich folgendermaassen zusammenfassen: 
Unter den zehnwerthigen rationalen Funectionen von fünf Grössen: ır.. 
Pi» Is 2. 7,. Welche bei allen evklischen Permulationen von je drei 
dieser Grössen nur fünf Werthe annehmen. giebt es solche. für welche 
die symmelrischen Functionen dieser fünf Werihe nur von zwei Funelio- 
nen der Grrössen .z abhängen: es giebt ferner unter ihnen speciell solche. 
für welche die Summe der fünf Werthe selbst ebenso wie die Summe 
der dritten Potenzen derselben identisch verschwindel. 
Durch die hiernach auftretenden speeiellen Gleichungen fünften Grades. wie 
z.B. durch die Gleichungen von der Form: z#°-+-pz’+gs+-r 0). werden 
alvoebraische Funetionen. die im Wesentlichen von zwei Variabeln abhängen. 
deimirt: es werden also algebraische Functionen dadurch eingeführt. die ebenso 
wie die obige Funelion W für die Auflösung der allgemeinen Gleichung fünften 
(irades benutzi werden könnten. Aber in Hinsicht auf sewisse alleemeinere 


Auflösungsprobleme verdient die Einführung der obigen Gleichung zwölften 





(rades als Hilfsgleichung den Vorzug. und eine genauere Discussion derselben 






lässt ihre vielen bemerkenswerthen Eigenschaften und damit zurleich die ver- 






schiedenen Formen erkennen. welche man bei Anwendung des Zeichens W 






den Wurzeln der Gleichungen fünften Grades geben kann. 
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Ueber die Bedingungen der Integrabiılıtät. 


( Von Herrn kronecker.) 


l. Bi Ausdruck: A,uda,+ A, de, +: +X, ‚dx, ,. in welchem 
X,» X. -.. beliebige rationale Functionen der \Variabeln x sind. lässt sich. 
wenn für alle Werthe k=0, 1. 2. ... n—1: 


Pr E 2 n—1)k _ n 
I = A ro 3, rV0 Zr‘ WW" Sn—l, 


gesetzt und für w irgend eine primitive =" Wurzel der Kinheit genommen 

wird. auf folgende bemerkenswerthe Form bringen: 

A.) P (2 31 ---3,.1)420+P (215 3% -.-20)A81t+P (23 23 -.-21)dB + HP (2,16 200... 2u-2)A2.- 
Durch die angeeebene Substitution gehen nämlich X,. A,. ... in 

gewisse rationale Functionen der Variabeln 3 über. welche respective mil: 

fü» fiıs - - - bezeichnet werden sollen. und es verwandelt sich demnach 


JE X, dr, in . 


RER, 
u) » / Ä Yl - h 7 ! l 
(B.) n. = [hr 20" Br +" N) (dastw'dz +w "dar. Ha" "dz,_, 


0 
In diesem Ausdruck ist der Factor von dz,: 

n.Zfr.(20 tw" 3, Bit ei 
welcher mit: (24, 31* 33» -.. 3,_,) bezeichnet werden möge. Wenn hierin die 
Variabeln 3 eyklisch permutirt werden. und zwar dergestalt,. dass 3; für z,. >; ı 
für 3,. etc. gesetzt wird. so bleiben die Ausdrücke: (zu 03 +0 ae, 
aus denen fu. fi. -.. ralional zusammengesetzt sind, also auch diese Funelionen 


f selbst ungeändert,. und man erhält demnach: 


) A yÄ y/ m „> [ FE Ä ® + ah g/ + ... + (“ I)A y/ 
p(3;, 33.11, 3ir2y --- 3; 1) - n.=zfı.(2; VD 3; WW 2%;;» () 3; | 
oder 
"a - - mn k k_ 2 - ! 1 A m 7 l 
Yf (3;, 2/1. 9 2,7120 ... 3;_ı) | — n.Zzfi.w' (Su u #2 © + (UV) 2. I 000 an" ) z_ 


Es ist daher g(2;. 2;;1, -.. 3;_,) der Factor von: ds; in dem Ausdrucke (D.). 
welcher also in der That die aufgestellte Form (4.) annimmt. 

Wenn man die Voraussetzung, dass A,. A). -.. die Variabeln «= nur 
ational enthalten sollen, fallen lässt, so ist die Verwandlung von IX,dr, in 
einen Ausdruck von der Form (A.) zwar noch möglich, aber es sind dabei 


sewisse Erörterungen nöthig, die ich der Kürze halber übergehen muss. 











312 Kronecker, über die Bedingungen der Integrabilitat. 





Il. Für die Form (A.). auf welche sich. wie eben gezeigt worden. 


















ieder Differentialausdruck: IA,dx, bringen lässt. redueiren sich die Bedin- 
sungen der Integrabilität (je nachdem » grade oder ungrade ist) auf nur 4 


oder 4/»--1) Gleichungen. welche durch die folgende repräsentirt werden: 


r ’ zn er 2 
Ca Se Er 3 aan + Bi 
n er. 03, 
wenn darin k die Zahlen 1. 2. 3. ... bis 4» oder 4(»—1) bedeutet. Da 


nämlich in der allgemeinen Bedingung der Integrabilität des Ausdruckes (A. 
09 (2, 241,2) _ OPpl2 5 2417 +. 24-1) 

angenommen werden kann. dass der kleinste positive Rest von: (s—r) modulo » 

nicht über 4» liegt. so geht dieselbe aus der Gleichung (C.) unmittelbar her- 

vor. wenn darin für A jener Rest von: (s—r) genommen wird und z,. 3,....3,_, 

respeelive durch 3,, 3,1. - -- 3,_, ersetzt werden. 

Ich darf nicht unerwähnt lassen. dass die angegebene Reduction der 
Integrabilitätsbedingungen ebenso rein formaler Art ist wie diejenige. welche 
Jacobi im 23°” Bande dieses Journals pag. 101 gegeben hat. Die Bedingun- 
ven dafür. dass IA,dx,;, integrabel. dass also die Gleichung: 

oX, oX, 


or. Os, 





für alle Indices r und s identisch erfüllt sei. sind wesentlich Bedineungen für die 
in A. A,. ... enthaltenen Constanten und bleiben als solche von allen jenen 


Reduetionen unberührt. 


Berlin. den 20. August 1861. 
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. Une ® ‚ ‚ 
Solution de quelques questions generales eoncernant 
les courbes algebriques planes. 


(Par M. E. de Jonguieres.) 


Solution d’une question generale concernant les transversales rectilignes dans les 
courbes alg@briques. 

1. Probleme. Meterminer la elasse de la courbe enveloppe d’une 
Iransversale qui coupe une courbe algebrique plane C,. du degre m. de 
telle sorte, qu une foncltion determinee (F) des distances mutuelles de n 
des points dintersection de la transversale et de la courbe, ait une valeur 
donnee 4: (F) etant une fonclion algebrique, entiere et rationnelle. 

Ce probleme et celui auquel il donne lieu eorrelativement, par voie de dualite. 
resument. avec beaucoup de generalite,. un ensemble de questions interessantes 
concernant les courbes algebriques planes. dont M. Steiner a dejäa traile 
plusieures,. dans un beau M&emoire insere dans le 47° vol. de ce Journal et que 
M. Joepeke nous a fail connaitre par une excellente traduetion inseree au 
Iome XVII du Journal de Liowueille, pages 309 et suivantes. 

Je me propose dindiquer iei un procede general. base sur des con- 

sideralions de pure Geomelrie, qui conduit a la solution de ce probleme. On 


aura ainsi la elef des resultals enonees. sans demonstralion. par W. Steiner. ei 


jen donnerai moi-meme., a litre d’applications. plusieurs exemples nouveaux. 


3. Le probleme ci-dessus enonee revient ä determiner le nombre 
des transversales salisfaisant a la question. quil est possible de mener par un 
point quelconque 0, pris dans le plan de la courbe C,, mais etranger a 
cette courbe. 

Menons une transversale arbitraire oL,: prenons »—1 points parmi 
ceux oü elle rencontre la courbe: et soit x un »””" point tel, que la fonction 
F) des distances mutuelles de ces » points ait la valeur donnee 4. Il existe. 
en general. plusieurs points x, distinets Fun de l’autre, qui satisfont a celle 
eondition:; supposons que N en exprime le nombre. qui dependra, dans chaque 
cas. de la nature de la fonction (F'). 

Chacun des groupes distinels de a—1 points. auxquels donnent lieu les 
m points dinterseclion de oL avec C,, determine N points .w. Or le nombre 
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« 


des combinaisons de m points, pris „—1l a »—1, est 


Tu m(m—1) (m — ?2)...(m— (n—?2)) 
Be 1.2.3...(n—1) 





Done il existe dabord ON points x sur oL. Quand la transversale tourne 
autour du point 0, ces points x decrivent une courbe I, dont le degre serail 
preeisement ON, si la courbe I ne passail pas par le point o. Mais ce poin! 
peut appartenir a la courbe I; il peut m&eme en elre un point multiple. Si 
P est lFordre de multiplieite de ce point, le degre de la courbe > sera 
ON+P. 

Soil @ un point diintersection de €, et de 2. Ce point, sil nest pas. par 
des eirconstances parlieulieres. eiranger a la question, determine une Irans- 
versale o«@ qui salisfait a l’enone&e du probleme: car on a. sur celle droite. 
» points de €, dont la fonelion (F) de leurs distances mutuelles a, par con- 


struelion,. la valeur donnee. 

Le nombre des points dinterseclion de €, et de & est equivalent a 
m\QN-+-P): mais le nombre reel de ces points diinlersection sera moindre, si 
> possede des points multiples sur C,: et. en oulre, quelques-uns d’entre 
eux pourront elre Elrangers A la question, par exemple si le lieu > des points 
x passe par un point de coineidence de deux points de la courbe €: car. 


dans ce cas, la fonelion (F) serait salisfaite par les distances mutuelles de 


»—1 points seulement de C,, au lieu de l’etre par celles de » points. comme 
Ie demande l'enonc&e du probleme. 

Soil done T le nombre dont, a cause des deux consideralions pre- 
eedentes. on devra diminuer le nombre theorique m(ON--P): on aura enfin. 
sur C,, m(QN+P)—T points « donnant lieu chacun a une transversale o« 
qui satisfait a la question. Mais il peut arriver que ces transversales ne soien! 
pas toutes dislincles. 

Par exemple, si la fonetion (F) est de telle nature. que les » points. 
entre les distances desquels elle a lieu, n’aient rien qui les distingue l'un de 
lautre, les points dinterseclion de (,, et de > seront situes,. » a », sur des 
droites concourantes en o, et parconsequent le nombre des transversales qui 
salisfont a la question. c’est-a-dire la e/asse de la courbe cherchee. ser: 


simplement 
1 : 
en (m(ON+P)—T). 


Ce cas se presente souvent, comme on le verra ci-apres. Ainsi. supposons 
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que (F) soit la fonetion anharmonique de quatre points. Si une Iransversale oJ, 
satisfait a la condition que le rapport anharmonique des qualtre points de (C,, a, b. 
ce, d ait la valeur donnee, il est clair que ces quatre points indistinelement appar- 
tiendront a la courbe F&, et quils ne donneront lien qu’ä une seule transversale. 

Dans d’aulres cas, au conlraire. chaque point d’intersection des courbes 
> et (©, donnera lieu a une transversale distinete: par exemple. si un des 
points diinterseelion doit etre le milieu de deux aulres. ou bien le point central 
d'une des involutions determinees par .quatre autres. ele. C'est qu'alors tous 
les points. dont les distances mutuelles entrent dans la fonelion (F). nv jouen! 
pas le meme röle. 

8. Le nombre T se determinera, dans chaque cas. par des conside- 
ralions parlieulieres, el parfois assez delicates. dependantes de lespece de la 
lonetion (F) et de la valeur qui lui est altribuce. 

D’ailleurs. le plus souvent. c'est sur celles des transversales issues du 
point o qui oflrent quelque singularite. quon devra rechercher les causes 
d’exceplion dont T resume le nombre. Ces transversales sont les tangenles 
a ©, issues du point o, el les paralleles a ses asymptotes menees par le meme 
point. Sur les premieres, lune des distances de deux points de la courbe 
devient nulle; sur les secondes. quelques -unes de ces distances sont infinies: 
et Fon eongoit que lintroduction de ces deux ceirconstances puisse,. selon la: 
nature de la fonetion (F). amener des solutions elrangeres a la question ou 
des points multiples sur la courbe auxiliaire I. 

Quant au nombre P, on le trouvera a l’aide de raisonnemenis analogues 
a ceux qui preeedent. Ce nombre exprime. comme on la dit. lordre de 
multiplicite du point o sur la courbe &, ou. en d’autres lermes. il exprime 
combien de fois il arrive. pour linfinite des positions que la transversale prend 
aulour du point o. que le point o, associe a n»—1 des points de rencontre de 
cette transversale et de la courbe. satisfait a l’enonee du probleme. 

On menera dene une droite arbitraire oL: on associera le point o a 
chacune des combinaisons dislinctes des m points dinterseclion de ol, et de 
C,. pris n—2 a n—?2:; et. pour chacun de ces groupes de »—I points. on 
aura, sur oL, N points y, dont chacun. elant associe A ceux du groupe. salis- 
[era a la question generale. c’est-a-dire,. sera tel, que la fonelion (F) des 
distances muluelles de ces z» points aura Ja valeur donnee 4. 

Quand oL tournera aulour du point o, les points y deeriront une courbe 
>’, dont on determinera le deere. Cette determination se fera A l'aide de 

40 * 
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eonsiderations analogues a celles qui ont ele employees a l'egard de la courbe 





>; elle pourra exiger lintervention d’une nouvelle courbe auxiliaire 2”, qui 
elle-meme pourra dependre d’une courbe I’, et ainsi de suite. Mais la 
difheulte de ces delerminalions successives ira sans cesse en diminuant avec le 
nombre des points de la C,, qu’on aura a considerer sur chaque transversale oL. 


Le nombre des points d’intersection de &’ et de C,, diminue. sil y 


a lieu,. a raison des points multiples de I’ et des points etrangers a la question. 
[era connaitre le nombre des transversales qui satisfont a la question auxiliaire. 
el par consequent le nombre P quil fallait trouver. 

A. La solution du probleme propose est ainsi indiquee d’une maniere 
senerale, et avec autant de preeision que le comporte lindetermination de la 
[onetion (F) qui est comprise dans son enonce. 

Elle s’applique evidemment aussi au probleme correlatif. par voie de 


dualite. Mais elle suppose essentiellement que la courbe (,, est une courbe 


propre du degre m. Si celtle courbe se fractionne en courbes de degres in- 

[erieurs, la formule ei-dessus n’est plus applicable en general, el on devra. 
Pl 

dans chaque cas. recourir a des determinalions particulieres, basces dailleurs 


sur les m&mes principes. 





$. 2. 


Applications de la methode pr&cddente. 


3. Comme premiere application de la methode qui vient d’etre ex- 

i ’ ubae u 

posee, supposons que la fonction (F) soil 2 
dc 


quel est le lieu de la transversale qui coupe une courbe Ü 


m 


),: cd’est-a-dire: on demande 

en trois points tels. 

que les distances de Fun aux deux autres soient dans un rapport donne? 
Ce probleme est un cas parliculier du suivant: 

en trois 


m 


Quel est le lieu de la Iransversale qui coupe une courbe Ü 
points a, b, c, el une droite five M en un point u, de telle sorte quon «it 


toujours la relation 
ub ab 





ue ac 
Car si la droite M passe a linfini, cette relation anharmonique devient celle 
qui est proposee. 
On a ieci 
a=d; Q=4imm-1); N=6; 


dou 


ON = 3m(m—1). 









ul 
la 
le 
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En ellet, sur une Iransversale queleonque oL, chaque combinaison d’un segmen! 
ab de C,, avec le point dinterseclion « de oL et de M, donne lieu a six 
points x lels, que l'un des rapports anharmoniques des qualre points a, b, w, «. 
est egal a la conslante donnee 4. 

Il sagit actuellement de determiner P, c’est-a-dire le nombre de lois 
que le point x coincide avec le point o. 

Or le lieu >’ d’un point y tel. que les quatre points o, «a, y. u, don! 


un @ apparlient a €,, donnent lieu a un rapport anharmonique egal a A, est 


du degre 6m. Celle courbe coupe (,, en un nombre de points equivalent a 


6m‘. Mais I’ a. sur C,, des points multiples qui donnent lieu a des Irans- 


versales elrangeres a la queslion. 

En effet. considerons Fun des m points de rencontre de C, el de H 
Appelons 2 ce point. en lanl quapparlenant a Ü,, et u en lanl qu appartenant 
aM. Les 6 posilions du point y, dont chacun, elant associe aux trois points 
i, u, donne un rapport anharmonique egal a 4, sont coineidentes au point i. 


qui est par consequent un point sextuple de la courbe I situe sur C,. Pour- 


0, 


tant la transversale oiö ne satisfait pas a la question, puisquon na a v con- 
siderer que deux points distinets a, i, au lieu de trois qui sont requis par 
"enonee de la question. 

Done le nombre des points utiles diintersection de &’ et de (, se 
I). et ces points ne donnent lieu qua 3m (m— 1 


reduit a 6m’ — 6m —= 6m (m—1). 
transversales dislinctes, parcequ ils sont. dapres la nature meme de la question. 


situes, deux A deux. sur des droites concouranles en 0. 


c 
Done enfin P = 3m(m—1), et le degre de F&, c’est-äa-dire 
ON+P = bm(m—1). 


Ce lieu coupe C, en un nombre de points equivalent a 6m (m—I 
ise de voir que le nombre des points diintersection distinels 


Mais il est : 
I2m(m—1). a 


et repondant a la question est. en realite, moindre de T 


cause des parlicularilös qui se presentent aux m(m—1) points de contael 


du point o, points de contact dont ehacun est sex- 


des tangentes a Ü,, Issues 
dont 


tuple sur la courbe &, et aux m points de rencontre de €, avec MI, 


chacun est 6(m—1)""" sur &. Ces points d’ailleurs ne donnent lieu, ni les 
a Ja question. Done on 


uns ni les autres, a des lransversales qui satislassent 
a m(ON+P)—- T=6m(m—1)(m—2); et comme ces points dintersection sonl 


situes. trois a trois. sur des droites concourantes en 0. le nombre des lrans- 
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versales distinetes qui resolvent le probleme. c’est-a-dire la elasse de Ia 
eourbe cherchee, est simplement 2m (m —1)(m— 2). 
Remarque. Le cas parliculier ou la constante 4 a la valeur —1. 
e'est-ä-dire ou Fun des points d’intersection de la transversale avee la courbe 
est le milieu de deux autres, a et& traite par M. Steiner, page 346 du memoire 
deja cite. Le resultat enonce par le savant geomelre est alors m (m—1)(m—2). 
On v parvient par une voie toute semblable a celle que je viens diindiquer. 
On !rouve en oulre. sans diffieulle, que la cvurbe touche la courbe donnee 
en ses 3m(m—2) points diinflexion, quelle a la droite de linfini pour tangente 
Iim(m—1)(m—R2)"”", et les asymplotes de la courbe C, pour langenles 


eo) \tuples a , &) \tuples 
2 (m —2)""* et pour asymptotes (m — 2)". 


G. En second lieu. supposons que la fonction (F) soil la fonetion 
anharmonique de qualre points. On a ce theoreme: 


Le lieu d’une transversale qui coupe une courbe Ü 


„ du degre m en 
ynatre points donnant lieu a un rapport anharmonigue 4 (4, elant different de 
0. de +1 et de —1) est de la classe 

im(m—1)(m—?2)(m—3). 


m(m — 1) (m — 2) j 
-- a — “. Pour eonnailre la valeur de 


P. il faut resoudre cette autre question: 


On aici na=4, N=6, 0: 


Combien peut-on mener, par le point o, de transversales distinetes 
telles. que trois des points de rencontre de chacune delles avec la courbe et 
/e point o donnent lieu a un rapport anharmonique egal a 1? 

Le lieu I’ d’un point y tel. que Yun des rapporis anharmoniques des 


soit eeale 


me 


quatre points o, a, b, y. dont deux, a et b, apparliennent a la C 
4, est du degre Sm(m—1): parceque chaque combinaison d’un segment ab 
avec le point o donne lieu a six points y, et que daailleurs le point y ne peu! 
jamais se lrouver en o. 

Ce lieu coupe €, en 3m’(m—1) points. Mais tous ne donnent pas 
lien a des transversales salisfaisant a la question. 

Car soit @ Yun des points de contact d’une langente a (, issue de 0; 
deux points a et b de C, coineident en ce point: et les six positions du 
point y telles. que les quatre points 0, a, b, y donnent lieu a un rappor! 
anharmonique egal aA 4, coineident en @e. Le point « appartient done six fois 
ä Ja courbe I, sans que la droite oe satisfasse a la queslion,. puisqu'on na 


a v eonsiderer que deux points a, b de C,, au lieu de trois qui sont requis 











pP 
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par les conditions de la question. Le nombre des interseclions uliles de € 


et de I se reduit done & 
3m (m—1)—bm(m—1) = I3m(m—1)(m—2). 
Mais ces points sont silues, trois a trois, sur des droites concouranles en ©. 
Car si o, a, b, e sont qualre points en ligne droite satisfaisant a la queslion. 
il est evident que chacun des trois points a, b, ce delermine la meme Irans- 
versale oa. Ainsi le nombre de ces droiles nest, en realite, que 
m(m—1)(m—2): 

et tel est parconsequent l’ordre de multiplieite du point o sur la courbe I: 
cest-a-dire que telle est la valeur cherchee de P. 

Le degr&e de > est done Am(m—1)(m— 2). Cette courbe coupe 
en un nombre de points equivalent a 2m (m—1)(m— 2). Mais il faul chercher 
la valeur de T, dont ce nombre Iheorique doit elre diminue. 


Or si @ est un point de contact d’une tangente a C,, issue du point o. 


( 


ce point est 6(m—2)'""" sur la courbe >. Car appelons a, b les deux points 
de C,, qui coineident en «, et soit e lun des (m—2) aulres points de C, situes 
sur le langente o«@. Les six posilions du point x tel, que le rapport anhar- 
monique des qualre points a, b, ce, x soil egal a A, tombent en «, el pourlan! 
Ja droite o@ ne salislail pas a la condition requise de couper Ü, en qualre 
points distinets dont Yun des rapports anharmoniques soit egal a 4.  Üelte 
circonslance se presenle, sur chacune des m(m—1) langentes, pour chacun des 


(m—2) points de C, autres que le point de contact; done T=6m(m-1)(m-2). 

et Von a pour le nombre des intersections de I et de (, 
2m (m—1)(m—?2)(m—3). 

Ces points sont situes, qualre a qualre, sur dm(m—1)(m—2)(m— 3) Iransver- 


sales distinceles; ce qui demontre le Iheoreme enonce. 


@. Dans le cas oü la valeur du rapport anharmonique donne est —1. 
c’est-a-dire quand les quatre points doivent @lre en rapport harmonique. la 
classe de la courbe est moins elevee, parce que trois des six rapports son! 
egaux a leurs inverses. 

On trouve, dans ce cas, par des consideralions analogues. 





m(m—1)(m— 2) er PR Br 2. 
0 = — m ; N=3; P=4m(m—-1)m—2) et T= 3m (m—1)(m—2 
done la classe de la courbe enveloppe d’une transversale qui coupe une Ü, en 


quatre points harmoniques est m(m—1)(m—?2)(m— 3). resultat enonce par 
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M. Steiner, page 351 du memoire cite plus haut, et dont la demonstralion. par- 
[ailement analogue a celle qui precede, serait iei superllue. 

&. Remarques. 1°. M. Steiner propose comme probleme de deier- 
miner le degre de ce lieu. ce qui revient a determiner le nombre de ses tangentes 
doubles. e’est-ä-dire combien de fois il arrive que. sur une meme transver- 
sale. deux points de la courbe divisent harmoniquement A la fois deux segments 
distinels interceples par la courbe sur celte Iransversale. Je donnerai ci-apres 
(12. remarque) quelques considerations sur la solution de cette diffieile question. 

2°. Le point de contact de chaque Iransversale avec son enveloppe 
est aise a construire dans les deux courbes dont il vient d’eire question. e! 
qui peuvent eire appeleces courbes enveloppes des rapports anharmeniques ou 
harmoniques. 


Pour la premiere. par exemple. soient «a. b, ce, d les qualre points en 


.— 


rapport anharmonique donne. situes sur Ja transversale Z dont on cherche le 


point de contact ©. Soient A, DB, C, D les tangentes a Ü, en ces qualre 
points. On sait (Geom. sup. n°. 552) que lenveloppe d’une droite, qui coupe 
jualre droites fixes en qualtre points. dont Yun des rapports anharmoniques est 
eonslani. est une conique. Done le point cherche ö nest aulre que le point de 


conlact de ZL avec la conique determinde par les eing tangentes A, B, C, D, L: 





. 


question facıle a resoudre. 






‚0 


3°. Le Iheoreme qui vient d’eire invoque (Geom. sup. 552) prouve 







aussi que si la (, se decompose en m droiles. la courbe enveloppe se de- 






compose elle-meme en aulant de fois six coniques quil v a de combinaisons 





des m droites. quaire a qualre. cest-a-dire en Im(m—1)(m— 2) /m-—3 






eoniques. elc. 






4°. Soit m = 4. la courbe enveloppe des rapporls harmoniques est de 





la sixieme celasse el parconsequent du trentieme deore. 






Mais si cette courbe de 4° ordre se fraclionne en qualre droites. l'en- 





veloppe se reduit aux trois coniques harmoniques inscrites au quadrilatere forme 






par les qualre droites. Examinons encore le cas ou la C, se compose de 






deux coniques ©,. C,: el monlrons. par cet exemple, comment les raisonnements 






generaux doivent eire modilies dans les cas parliceuliers. Par un point quel- 






eonque 0, pris dans le plan des deux coniques. menons une Iransversale 






arbitraire oL, qui coupe OÖ, en a et b, et Ö, en ce el d. Si l'on associe 






suceessivement les points a et b au point e et au point d, on obtient. sur oL. 
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deux quatriemes harmoniques x, x. En outre ce quatrieme harmonique tombe 
deux fois en o: et ce cas arrive, quand la transversale ol, passe par Yun ou 
autre des points de rencontre de €, par la polaire du point o par rapporl 
a C,. Ainsi le lieu des points x est du quatrieme ordre: il coupe ©, en huil 
points: mais il passe deux fois par chacun des points de contact des langenles 
a 0, issues du point o, et pourlant ces langentes sont evidemment elrangeres 
a Ja question. Done le nombre des points uliles se reduit a qualre, et ne 
donne lieu qu’ä deux transversales distineles, en sorte que lenveloppe es! 


une conique, comme on le demontre par d’autres considerations. 


9. Le lieu d’une transversale qui coupe une courbe (Ü, en eing 
points a, b, ce, d, e, tels, que Tun deux soit le point central de lune des in- 
rolutions determineces par les quatre aulres, est une courbe de la classe 

3m(m—1) (m — 2) (m—3) (m —4). 
Cette question peut eire envisagce de deux manieres dilferentes. qui donnent 
lieu a deux solutions. distinetes dans la forme. mais d’ailleurs identiques quan! 
au resultat. Si je les presente ici Fune et l’autre, c'est parceque cette variele 


d’applieations donne lieu ineidemment A quelques proposilions interessantes. 


Premiere solution. Si e est le point central. on peut le designer 
par cette propriete,. que le produit de ses distances a deux points conjugues 
de linvolution est constant. On aura done iei: 

F)= ea.eb—-ed.ec=VQ; 
N— 3. parceque les quatre points a, b, e, d, donnent lieu a lrois com- 
binaisons distinetes de deux segmenis: 
pr mm -1)(m— 2) (m - 3) 
1.2.3.4 
qualre a qualre: 
dou ON = Im(m—1)(m— 2) (m—3). 
Il faut determiner P, c’est-a-dire le nombre de fois que le point o est lui- 


. nombre des combinaisons distineles de m points 


meme le point central d’une involution determinece. sur la transversale tour- 


nante ol. par qualre points de €Ü,. 

Chaque point ce, associe a un segment ab, donne lieu a un seul conjugue 
y tel. quon ail oc.ox = oa.ob. Ainsi on a d’abord, sur oL, Am(m—1)(m—2 
points y du lieu >’. Mais cette courbe passe plusieurs fois en o. Car si la 
transversale oL est menee parallelement a une asymplole de (,, el quon 
prenne le point e, de C,,, son conjugue y est au point o. Üelte eirconstance 


Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft4. 11 
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presente, sur celte transversale, relativement a 4 (m—1)(m—2) segments ab. 
Done le point o de la courbe >’ est multiple de l’ordre Am (m—1)(m—2). ei 
par consequent celte courbe est du degre m(m—1) (m — 2). 
=" coupe (,, en un nombre de points equivalent a m’(m—1)(m—2). 


mais quil y a lieu de diminuer. 

En eflet, soient a, b les deux points de ©, infiniment voisins un de l’autre 
au point de contact d’une tangente issue du point 0; e un troisieme point de 
C,. On a oa.oce= ob.oc. Ainsi le conjugue du point a, dans linvolution 
determinee par le point central 0 et par le segment be, tombe au point e. 


Mais on a pareillement ob.oe = oa.oc, e’est-a-dire que le conjugue du poin! 


b, dans linvolution determinece par le point central 0 et le segment ac, tombe 
aussi en ec. Ainsi ce point est un point double de la eourbe FI’, et il 


en a (m— 2) semblables sur chaque langente, qui @equivalent,. en totalite. & 


2m (m —1)(m— 2) interseclions simples avec C,, 
Soit. en oulre. e, un point de €, situe a linfini: la relation 
oa.oy = ob.oc,, donne 0y= x; ainsi le conjugue du point a tombe en e, 


el celle eirconslance se presente (m—1)(m—2) fois sur chaque transversale paral- 
Iele a une asymplole de €,. Le point e, est done un point (m—1)(m—2)""" 


de 2”, et pourlant la transversale, a laquelle il donne lieu, ne salisfait pas a 


Il faut done encore retrancher, du nombre theorique des inter- 
Rh 


la question. 
sections de I’ et de C,, m(m— 1) (m 
Done enfin le nombre de ces interseetions distineles et uliles est 

“\ 


m’ (m I) (m —?R pe 3m m — 1) (m — 2) — m(m - l)(m—2) m—0o) qui sont silues 


övidemment, quatre a qualre, sur des droites concouranles en 0, et ne donnen! 
lieu par consequent qua 4m(m—1)(m—2)(m—3) transversales satisfaisant a 
la question. On a done enfin 

P Im(m—1)(m—2)(m— 3), dioü 

ON+P= >= }m(m—1)(m—?2)(m- 
> coupe (, en un nombre de points equivalent a $m’(m— 1) (m—2)(m-—3): 
mais il faut chercher T. Or soit ab le point de contact d’une tangente a (, 
issue du point o. Si ce, d sont deux autres points de C, sur la tangente, on 
a da.de=db.de. Ainsi d apparlient a la courbe F, sans quil satisfasse a la 
question propos6e, el ce cas d’exceplion se presenle m (m—1)(m—2)(m—3) fois. 

En outre, si oZ, est parallele a une asymplote de C,, et passe par le 


point d, de cette courbe, la relation ac.ar =ab.ad, donmne ac= x: et le 


conjugue de ce tombe en d,. Le point a est done le point central de lin- 








ab. 


e| 


Ui 


de 


IN 
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volulion delterminee par les deux segments de (,, bd,, cd: mais ce poinl. 
situe sur I, ne satisfail pas a la question: car la relation d’involution n’a lieu 
qu'entre quatre points, au lieu de eing qui sont exiees. On a done encore 
ainsi Jam (m—1)(m—2)(m—3) cas d’exceplion, et enfin T= 3m/m—1)(m—2)m—3). 
Dou m(ON+P)—-T = $m(m—1)(m—2)\(m—3)(m—4 
Chacun de ces points diinterseetion donne lieu a une Itransversale 
distincte. Car. par la nature de la fonction (F). les eing points a, b, ec, d, e 
ne jouent pas le m&me röle, et ne peuvent pas se changer l’un dans lautre. 
et il ny a quun seul d’entre eux qui reponde aux conditions de la question. 
Ainsi la elasse de la courbe cherchee est 
3m (m — 1) (m — 2) (m — 3) (m — 4 


ce quil fallait demontrer. 


Seconde solution. Le point central de linvolulion determinde par 
deux segments ab, cd peut eire defini comme &lant. dans cette involulion. le 
conjugue du point situe Aa linfini. Cette consideration fournit une seconde 
maniere de presenter la solution de la question proposee. 

Pour plus de generalit&, supposons d’abord qu’on demande quelle est 
la classe de Üenveloppe d’une transversale qui coupe une courbe Ü, en eing. 
points a,b, c,d,e, et une droite fixe N en un point u, tels, que les six 
points a, b, c, d, e, u soient en involution? 

Pour cela. cherchons le lieu IF du conjugue x du point «, par rapporl 
a lune des trois involulions determindes par quatre points a, b, e, d de (,. 
On a iecı: 

0 - m (m ae = 2)(m— 3 N-9, 
1.2.3.4 
ON = I m(m—1)(m—?2)(m—3). 


dou 


Il s’agit de determiner P. 
Cherchons le lieu 2’ du conjugue y d’un point ce de €, par rappor! 


a linvolution determinee par les deux segments ou, ab. On a dabord 


« 
Im(m-—1)(m—2) points y sur chaque transversale oL. Mais le point y tombe 
en o, quand le point e se trouve a la fois sur C, et sur M, et cela relative- 
ment a chacun des 4(m—1)(m-—2) segments ab quon peut former. sur la 


c 


droite ou, avec les (m—1) points de C,, autres que ce, qui sy trouvent. Le 
point o est done un point Am(m—1)(m— 2)" sur I’, et le degre de cette 
courbe est mm —- 1)(m—2). 


41* 
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Elle coupe C, en un nombre de points equivalent a m’ (m —1)(m— 2). 
Mais le nombre reel des interseclions utiles est moindre. Car si ou esi 
Iangente a C, en ab, et quon considere l’involulion determine par les 
deux segments «o, ac, le point b a pour conjugue le point e: et si l’on 
eonsidere ensuite linvolution determinee par les segments wo, be, le conjugue 
du point « tombe aussi en ec. Le point e, qui d’ailleurs donne lieu a une 
Iransversale (c'est la tangente) elrangere a la question, est done un poin! 
double: il en est de meme des (m—3) aulres points d, e, f, ele. 2’ a done. 
en tout, 2m (m—1)(m—2) points doubles sur C,, par cette seule consideralion. 

En outre, si la transversale oJ, passe par l’un des points de rencontre 
de M et de C 


dans linvolution determinee par les segments wo, ab est le point a; et cette 


„, je point « est un point a de C,. Le conjugue du point e, 


coineidence a lieu pour chacun des points d, e, f, ele.,. c’est-ä-dire (m— 2 
fois. Pareillement. le conjugue du point 5 dans linvolution wo, ac est le 
point «a, et cela arrive aussi (m— 2) fois. Donc le point a de ©, est aulan! 
de fois (m—2)"?" sur la courbe I”, quil ya sur oa de points de la C,, aulres 
que a: c’est-a-dire quil est (m—1)(m—2)""", et pourtant la transversale o« 
ne salisfait pas a la question. Ainsi cette seconde consideration fournit encore 
m(m—1)(m—2) cas d’exception: et le nombre utile des interseclions de I’ el 
de ©, se reduit enfin a 


n 


> 


m (m—1)(m— 2) — 3m (m—1)(m—2) = m(m—1)(m—2)(m—3). 
qui ne donnent lieu evidemment qua 4m(m—1)(m—2)(m-— 3) transversales 
distinetes; car les points sont situes, qualre a qualre, sur des droites concou- 
ranles en 0. 

Done P= Im(m—1)(m—2)(m— 3). et le degre de & ou 


ON+P = $m(m—1)(m—2) (m —3). 


} 
/ 


Pour trouver T, supposons que la transversale ou soil tangente a (,, en ab. 


le conjugue du point « dans linvolution bd, ac est le point a; et le 
conjugue de ce meme point dans linvolution ad, be, est encore le point a. 
Ainsi a est un point double de I, a l'egard de chaque segment cd, done 
4(m—2)(m—3) fois. Ainsi cette consideration fournit m (m—1)(m—2)(m-— 3 
cas d’exception. 

Actuellement si la transversale passe en un point d de rencontre de 
H avec (,,, le conjugue du point «, dans linvolution ab, cd, est le point ce; 


on aura done 4(m—1)(m—2)(m—3) cas dexception sur od, et, en totalite. 
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FG 


im(m—1)(m—2)(m—3) pour les m droites telles que od. Done enlin 
T = 3m(m—1)(m—2)(m—3), el 
m(ON+P)—-T = !m(m—1)(m—?2)(m—3)(m—4): 
chacun de ces points d’intersection ne donne lieu qua une seule Iransversale 
issue du point o; telle est la elasse de la courbe cherchee. 
Si M est la droite situee a linfini,. le conjugue du point « est le poin! 
central d'une des involutions delerminees par les quatre autres points. On ob- 


lient done, par cette seconde solution, le meme resulltat que par la premiere 


10. Le lemme suivant, qui sera necessaire plus loin, fait partie des 
enonees de M. Steiner, dans le memoire deja cile, page 343. 

Lemme. La courbe, lieu geometrique du conjugue harmonique dun 
point fixe 0, par rapport aux segments ab, interceples sur une courbe Ü,, par 
une transversale qui lourne autour du point 0, possede Im(m—1)(m- 2) m) 
points doubles; disons. pour abreger, / points doubles. 

En d’autres lermes. on peut mener, par le point o, I transversales 
telles, que, sur chacune d’elles, le point o soit un des deuxc points doubles 
de Uinvolution determinee par deux des segments quelle intercepte dans la 
courbe Ü,. 

Pour le demontrer, supposons que ab soit un des deux segmenls, © 
un troisieme point de la €, situe sur la transversale oab; ö le conjugue har- 
monique du point o par rapport a ab, et x le conjugue harmonique du poin! 
ce par rapport au segment ot. 

Si le point x elait sur la courbe C,, mais d’ailleurs distinet des trois 
points a, b, c, la transversale oabe serait preeisement lune de celles dont on 
cherche le nombre:; car le point o serait l’un des deux points doubles de lin- 
volution determinee par les deux segments distinels ab, ex.  Cherchons le 
lieu > du point ©. Or ce point ne peut jamais se lrouver en o, puisque le 
point o est pris en dehors de la courbe C,; d’ailleurs chaque segment! «ab 
donnant lieu a (m —2) points x, il existe Im (m —1)(m—2) de ces points sur 


chaque transversale oL. Done le degre de I est Im(m—1)(m— 2). 


Ce lieu coupe C,, en un nombre de points equivalent a Im (m —1)(m-2). 
Mais tous ne salisfont pas a la queslion, el, en oulre, I possede, sur (,,., des 


points doubles qui diminuent le nombre des intersections effeclives. 
En effet, supposons que le point ö soil sur (,, ce qui narrive qu aux 


n(m—1) points de conlact & des tangentes a C,, issues du point o, et. en 
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outre, en Jm(m—1)(m—2) autres points /; ces points @ et 5 sont les points 
dinterseetion de la ©, par la courbe C,,m_n. qui est le lieu du conjugue 


harmonique du point o par rapporl aux segmentis ab de la C,: on a en effet: 


‘ 


im (m—1) = m(m—1)+!Im(m—1)(m—2). 
Chacun de ces points 5 est le conjugue harmonique du point o, par 
rapport A un certain segment ab de la C,: mais il est Jui-meme un certain 
point e de C,, dont le conjugue. par rapport a 09, c’est-a-dire par rappor! 
a oe, est le point e lui meme. Ce point, quoiquil soit situe sur la courbe F, 
ne donne done pas lieu a un segment distinet formant avec ab une involution 
ont o soit Yun des points doubles. Ainsi la transversale 0? est elrangere 
a la question: et celtle eirconstance se presente Im (m —1)(m—2) fois. 
Supposons encore que la transversale soit tangente a la Ü, en un 
point @, oü coineiden! deux points a, b de cette courbe. Si ; est le con- 
jugue du point o par rapport au segment ca, le conjugue du point b par 
rapport au segment o? sera le point 0. Le conjugue du point o par rappor! 
au segment eb sera aussi le point ö, et le conjugue du point a par rappor! 
a oi sera encore le point e. Ainsi le point ce est un point double de la courbe 
>. Il en est de meme des (m—3) autres points d, e, f... de rencontre de 
la taneente oab avec la Ü,. Done le nombre total des points doubles que & 


possede sur Q, est m(m—1)(m—2). et comme ils donnent lieu a des trans- 


la question, il en resulte que le nombre des transversales 


versales elrangeres a 
utiles que ces points determinent se reduit a 

im (m—1)(m—2) — 3m (m—1)(m—2)—m(m—1)(m—2) = 4m (m—1)(m—2)(m—3). 
Mais ces transversales coineident qualre par quatire: de sorte que le nombre 
de celles qui sont distinctes est, en realite. Im(m—1)(m—2)(m— 3): ce qui 


demontre le lemme enonce. 


MR. Actuellement soit (F) = ad.ce.eb+be.ce.ea—=0. Cette condition 
donne lieu au theoreme suivant: 

Le lieu de la transversale qui coupe une courbe Ü, en cingq points tels. 
que Uun d’eux e soit un des deux points doubles d’une des involutions deter- 
minees par les quatre autres a,b, ec, d est de la classe $3m(m—1)(m—2)(m—3)(m—4). 

Uherchons le lieu > des points doubles x des involutions determinees. 
sur chaque transversale o/,, par quatre points a, b, ec, d de (Ü, situes sur 
cette droite. Chaque groupe de quatre points donne lieu a trois involutions 
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distinetes. savoir: ab, ed: ac, bd: ad, be: et chacune deelles donne lieu a 


‚m(m—1)(m—2)(m—3) 


deux points ©. On a done, sur oL, 6 1534 points ır. 


En outre. en vertu du /emme qui vient d’eire demontre. il existe 
Iim(m—l)(m—2)(m— 3) transversales, sur chacune desquelles le point o es! 
preeisement un des points doubles d’une des involulions delerminees par 
quatre des points de €, qui y sont silucs. 


Done le degre de I est $Zm(m—1) (m—2) (m—3) = fu. Ce lieu coupe 


C, en Zu.m points. Mais lous ne donnent pas lieu a des Iransversales salis- 


mi 


c 


[aisant a la question. Cherchons le nombre des cas qui font exceplion. 

Soit ab le point de contact d’une tangente aA C,, issue du point o 

Prenons deux autres poinls e, d de ©, sur la langente, et supposons 
que l'ordre successif de ces qualre points soit a, b, e, d. 

Ces quatre points donnent lieu aux lrois combinaisons suivantes de deux 
seemenis. savoir: 

ab, cd: ad, be: ac, bd. 
L’un des deux points doubles de linvolution determince par la premiere com- 
binaison tombe entre les points a, b, cest-ä-dire au point de contact de la 
langenle. . 

Les deux points doubles de linvolution determinee par la seconde 
combinaison tombent aussi en ce point de conlael 

Enfin les deux points doubles de linvolution determinee par la troisiem« 
combinaison, oü les segments empielent Fun sur llaulre. sont imaginaires. 

Le lieu > passe done trois fois en a, ä l'eoard de chaque associalion 
de deux points ec, d avec les deux points inliniment voisins «a, b. 

Done le point de contact de la tangente est 3 (m—2) (m — 3)""" sur la 
eourbe &. Dailleurs la tangente ne salisfait pas a l’enonce de la question. 
puisqu’on na a y considerer que quatre points au lieu de eing: el ce cas d’ex- 
ception se presente m(m—1) fois, a cause des m(m— 1) tangentes. 

Done T est ici egal a Zm(m—1)(m—2)(m— 3). 

Done enfin le nombre des intersections utiles de I et de Ü, esl 
3um—3u = 3wW(m—4); 


la nature meme de la question. chaque point diinterseetion 


c 


el comme, par 
donne lieu a une transversale distincte, il s’ensuit que la elasse de la courbe 


cherchee est $m(m— 1) (m—?2) (m— 3)(m—4): 
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resultat conforme Aa celui que M. Steiner a enonce dans le memoire deja cite. 


page 354. liene 25. 


13. Soit encore (F) = ad.cf.eb+be.de.fa—0. Cette condition 
donne lieu au theoreme suivant: 

Le lieu de la transversale qui coupe une courbe Ü,, du degre m, en six 
points dislinets en involution, est de la classe „!,m(m—1)(m—2)(m—3)(m—4)(m—)). 

Soit x le sixieme point qui forme involution avec eing points de (,. 
a. b. e, d, e, silues sur une transversale oL. Cherchons le lieu I de ces 
points w: ses inlerseelions avec (,, donneront les solutions de la question, 
sauf les cas deexception quil y aura lieu de considerer. Onaiec »=6: 
\ = 15. parceque eing points donnent lieu a quinze combinaisons distinetes 
dun point avec deux segmenls, el 

m(m —I)(m— 2) (m—S)(m—4). 


eu = = "x. 58 


don 
BR 1 / x \ s ar == a l % 
ON Im(m—1)(m—2)(m—3)(m—4) = Lu. 


il faut chereher la valenr de P, c’est-a-dire combien de fois ‘le point o es! 
Iui-meme le sixieme point de linvolution a laquelle appartiennent les einq 
points a, b, ce, d, e de la courbe (€... # 

Prenons qualre points a, b, e, d et cherchons le lieu =" du point y. 
conjugue A o aans les trois involutions determinees par ces glatre points. 
Chaque groupe quaternaire de points. tel que abed, donne lieu ä {rois points y. 


m(m—N) (m — 2) (m — 3 
En de ces groupes. 
Ren: 3 


Done on a. sur ol, Jm(m—l)(m—2)/m—3) points distinets y. En 
outre. en vertu du lemme demontre plus haut. il arrive 4m /m—1)(m—2)(m—3 
[ois que le conjugue du point o tombe au point o lui-meme. Done la courbe &' 


est du deere 
! 


Im (m —1)(m—2)(m—3) = tw. 

Elle coupe €, en un nombre de points equivalent a um. Mais il va des 
cas d’exception quil faut chercher. 

i Soit ab le point de contact dune tangente a C,, issue du point o: el 

ce, d deux autres points de (€, situes sur la tangente. Le conjugue du point o. 

dans linvolution ae, bd, est a. Il est encore a. dans linvolution ad. be. 


— 


Done a est un point double de F&, par rapport a chaque combinaison telle 


jue ab, cd, et pourtant il ne donne pas lieu a une transversale satisfaisant a 








e, 


N 
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la queslion. Ce cas d’exceplion, qui se presente deux fois pour chaque seg- 
ment cd, a done lieu (m—2)(m—3) fois a l’egard de chaque tangente. done. 
en tolalite. m (m — 1) im —2)(m—3) fois. 

Done enfin le nombre des interseclions uliles de 8’ el de C, est 
Lam u = ju'\m—4); el. comme chacun de ces poinis d’interseelion donne 
lieu, par la nalure meme de la question. a une Iransversale dislinete. le 
nombre de ces droites, cest-a-dire lordre de multiplieile P_ du point o. est 

ı(m—1) (m—R)(m—3)(m—4 Lu. 
On a done, pour le degre de 3, 
ON-+-P Su. 
Ce lieu coupe C, en un nombre de points equivalent a $um poinis 

Mais dabord, I possede, sur C,, un nombre de points doubles qui. 
dapres le Ihcoreme precedent. est egal a dur, et dont chacun donne lieu A 
une transversale qui ne salisfail pas a la question. 

En second lieu, considerons ce qui se passe sur chacune des langentes 
a (C,,. issues du point 0. Soit ab le point de contact d’une de ces langenles: 

d, e trois aulres points de EC, sur celte droite. Le conjugue du point e. 
dans les deux involulions ac, bd et ad, be est le point a lui-meme. Gelte 
partieularil& se presenle 4 \m—2) (m—5)(m— 4) fois sur chaque langenle, et y 
donne lieu a (m— 2) \m—3)(m—4) cas deexception, puisque le point «a est. 
chaque fois. un point double. Done, en totalite, m (m—1)\m—2)(m—3)/m-A)= u 
cas dexception. 

En outre. le conjugue du point « dans les Irois involulions be, de: 
bd. ce: be, cd, tombe. respeclivement, en ec, d, e. es points apparliennen! 
done a la courbe 3, et pourlant ils ne donnent pas lieu a des transversales 
satisfaisant a la question. puisquon na a \ eonsiderer que cing points. au 
lieu des six quexige l’enonee du Iheoreme. Chaque combinaison distinele de 
trois points. lels que e, d, e, avec ab, lournit done trois cas d exceplion. 
Done ces cas sont. en lotalite, sur les m(m—1) langentes, au nombre de 

m—?)(m—3)(m—4 | 
art Alun 1) 


3: mm 
1.2.9 | 


z. 


Reunissant les cas d’eexceplion,. qui proviennen! des trois considerations pre- 


eedentes. on trouve enlın 
rg ; 3 a“ | ] 15 
T= Zu+u+tu zu. 
Done le nombre utile des intersections de I et de Ü, se reduil a 
h) Br 15 — 3 % iz A \ 
zum—gu = 3u(m—)). 
Journal für Mathematik: Bd. LIX. Heft. 4. 42 
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Il est evident d’ailleurs que ces point sont silues, six par six, sur des droites 
concouranles en o. Done le nombre des transversales distinctes qui salisfon! 
a Ja question, c’est-a-dire la elasse de la courbe cherchee est enfin 

e, u(m—5) = z m(m—1) (m — 2) (m — 3) (m — 4) (m— 5). 
ce quil fallait demontrer. Cette courbe a pour tangente (m—3)(m-A)(m--5)""" 
chaeune des langentes diinflexion de la courbe donnee C,,. 

Remarque. On sait (Chasles, Geom. sup. 207) que si e, f sont les 
points donbles d'une involution determinee par les couples de points a, b ei 
e, d, ces points. conjugues enlre eux. forment une involution de six points 
avec les couples de poinls a, e et b, d et aussi avec les couples a, del b, ce. 

Done les transversales dont il a le question ci-dessus (7. remarque) 
et sur chacune desquelles deux points de €, divisent harmoniquement a la fois 
deux segments inlerceptes sur celle courbe par la Iransversale,. sont des lan- 
genles doubles de la courbe enveloppe des six points en involution. 

Ces Iransversales sont aussi langenles aux courbes enveloppes des 
n" 7 et 11 ei-dessus. Done elles font partie des langentes communes ä 
ces lrois eourbes. ce qui fournit une limite superieure que leur nombre ne 
saurail depasser, ni meme alteindre, puisquil faudrait en deduire au moins le 
nombre des langenles de C, sur lesquelles un point de la courbe est le con- 
jugue harmonique du point de contact par rapport a deux points dinterseclion: 
Iangenles evidemment etrangeres a la question et dont le nombre est deter- 
mine ei-apres (19.). 

3. Examinons quelques cas parlieuliers de la question generale qui 
vient d’elre traitee (12). 

Si la (€, est du sixieme ordre,. la courbe enveloppe des Iransversales 
qui la coupent en six points en involulion est de la 45" classe. 

Mais cette classe est bien moins elevece, si la courbe se fractionne en 
courbes dun degre moindre, et que, par suite, cerlaines condilions soient im- 
posees relativement a la maniere dont les points doivent eire conjugues deux 
a deux dans linvolution. Supposons que la (, se compose de trois coniques 
CO. 0. 0,. Si Von fait lourner une transversale oL, autour d’un point o, on 
reconnail aisement que le lieu d’un point conjugue a lun des points dinter- 
section de oL et de ©, dans linvolulion que determinent les deux segments 


interceples par oL sur C, et C,, est une courbe du sixieme ordre I, qui coupe 


C, en douze points. Mais six de ces points sont, comme on va le voir, 








es 


ni 
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etrangers a la question. En elfet, si Von cherche le lieu des points donbles 
de Finvolution determinee par les deux segments que la transversale tournante 
interceple sur les deux coniques C,, C,. on lrouve que c'est une courbe du 
troisieme ordre. Car, sur chaque droite oL, on a deux points de ce lieu. el. 
si lon eongoit la eonique determinee par la condition de passer par le poin! 
o el par les qualre points d’interseclion de ©, et C,. sa tangenle en o est la 
seule direction de la transversale pour laquelle Fun des deux points doubles. 
dont on cherche le lieu geomelrique, puisse se lrouver en 0. Ce lien esl 
done du troisieme ordre, et il coupe C, en six points @. Considerons Fun 
de ces points. HH apparlient necessairement A la courbe I: car la droile o« 
determine, sur les Irois coniques. une involution: mais comme cette involulion 
a un point double en «, elle n’a lieu qu'entre eing points, au lieu de six. e! 
parconscquent la Iransversale 00 est elrangere A la question. Les points diinter- 
section de I et de Ü, sont ainsi reduils A six: el. comme ils se lrouvent. 
deux a deux. sur des droites concouranles en o, il nexiste, en realite, que 
trois Iransversales. issues du point o, qui remplissent les conditions du probleme 
enonee. Ainsi la courbe enveloppe est de Llroisieme classe. 

le iheoreme correlatif de celui-eci,. par voie de dualile, a el& demontre 
analvliquement par M. Cayley, dans le tome X du journal de Mathematiques 
de M. Lioneille. page 104. 

Supposons. en second lieu. que la €, se compose de six droiles. Si 
les six droites sont conjuguces deux a deux. la courbe enveloppe d’une droite 
qui les coupe en six points en involulion est une courbe de lroisieme classe: 
ce qui se demontre comme dans le cas pr&cedent. Mais si la maniere don! 
ces droites doiven! eire associees nest pas desiende. le lieu se compose. en 
totalite, de quinze courbes de troisieme elasse, et le lieu eomplel est. comme 


dans le cas general. de la 45° elasse. Done si la Ü, se compose de m 
. . . m(m—1)(m- m—3)(m—4)(m—5 
droites. lenveloppe se [ractionne en 15 nn 5 5 3 


DW) 


eourbes de troisieme classe. 

Si l’on fait la fieure correlative. dans le cas de six droites. on relrouve 
un theoreme connu, savoir: Quand six points, silues dans un meme plan, sont 
conjugues deux a deux, le lien d’un point, d’ou on les voit suicant trois angles 
en involution. est une courbe du troisieme ordre. 

Le theoreme concernant les six droites fournit un moyen de trouver 
le point de contact de chaque transversale,. qui coupe une €, generale en six 


points en involution. avec son enveloppe. 
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Car soient a, b, ce, d, e, f les six points qui jouissent de cette pro- 
priele sur la transversale Z dont il s’agit. On menera les tangentes a (, en 
ces six points, lesquelles determineront dans les conditions presentes. comme 
on Ya vu ei-dessus, une courbe enveloppe de la troisieme elasse. Le poini 
de contact de L avec cette courbe sera le point cherche. 

#4. Les exemples qui precedent me semblent suffisanis pour bien 
[aire connaitre lesprit de la methode qui convient a la solution de ce genre 
de questions. et la maniere d’en faire Vapplication dans chaque cas partieulier 


Je ne les multiplie ai done pas davanlave. 


S. 3. 

Eo. Je consacrerai ce dernier paragraphe a la solution d’un probleme 
que M. Steiner propose a ses lecleurs, ei qui fait parlie des desiderata de 
son Memoire. 

Ce probleme, auquel jai fait allusion a la fin de la remargue du n’ 12 
ci- dessus. est enonce par lillustre Geomelre en ces termes: 

Determiner le heu F des quatriemes points harmoniques u con- 
jugues, sur chaque langente S d'une courbe algebrigue C, du degre 
m, an point de conlact a, par rapport a tous les couples de dewa 
poinis quon peut former des m—?2 points d’intersection b, ec, d, 
de la tangenlte S et de la courbe. (V. page 354 de la traduetion 
‚de M. Woepeke.) 
Je vais prouver que ce lieu est du degre Am(m—?2)|m(m--1)— 12]: mais. 
pour cela. il est necessaire de rappeler les deux lemmes suivanls, savoir: 
Lemme 1. Le lieu du conjugue harmonique d'un point fixe, par rapport 
a tous les couples de deux points interceptes par une courbe Ü, sur 
une transversale qui pieote autour du point fixe, est une courbe Z 
du degre !\m/m—1). 
Ce Iheoreme, enonc6e par M. Steiner, page 343 du memoire precile, est tres 
lacile a demontrer. On voit ensuile aisement que, si le point fixe se meut 
sur une droite Z, les courbes I’, qui correspondent une a une A ses diverses 
positions, forment, non pas un faisceau, mais une serie de telle nature que, 
par un point queleonque P du plan, il passe en general Am(m—1) de ces 
courbes I’, que jappelerai les courbes harmoniques des points de la droite Z. 

En effet, pour que la courbe harmonique d’un point u de L passe par 

le point P, il faut evidemment que la courbe harmonique du point P passe 


’0- 

en 
me 
in! 
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en . Done il y a, sur Z, autant de points satisfaisant a la question. qu'il y 
a d’unites dans le degre de la courbe harmonique du point P; done 4m (m— I 

Cela etant, il s’ensuit que les courbes harmoniques des points de 1 
forment ce que jai appel& une serie d’indice Y\m(m—1), dans un memoire 
insere au tome VI (2° serie) du Journal de Lioueille (1861). 

Lemme Il. Ouand les courbes C, d’un faisceau de degre m cor- 
respondent, une a une, aux courbes C, d’une serie dindice N, le 
lieu des points d’intersection de deux courbes correspondantes est une 
courbe de degre Nm--n. 

La demonstration de ce lemme se conelut sans diffieull& de celle que jai 
donnde, pour un cas plus general, dans larticle du Journal de Lioneille dejä 
eite. $. Vi. 

Cela pose, pour lrouver le degre du lieu I’, qui fait Fobjet du pro- 
bleme propose, il sulfit de determiner combien ce lieu possede de points sur 
une droite quelconque L. Or quand un point @ de Z apparlienl a la courbe 


>, Yun a des points de conlact des tangentes a Ü, issues du point « se 


trouve sur Ja courbe harmonique >’ relative au point @:; mais ce 


point Se 
Irouve en meme lemps sur la courbe premiere polaire du point «@ par rappor! 
a C,: done il est Fun des points d’interseetion de ces deux courbes. 

Si le point @ se meut sur L, les courbes polaires C©,_, formen! un 
faisceau, tandisque les courbes harmoniques I,,.._., eorrespondantes formen! 
une serie dindice dm(m—1) |lemme 1.]: done [lemme Il.] les courbes polaires 
et les courbes harmoniques correspondantes se coupeni sur une eourbe U du degre 

Iim(m—1).(m—1)+Im(m—1) = 1m’(m—1). 


Mais la courbe U se decompose en deux parlies, savoir, la courbe €, elle- 


meme, el une courbe W du deere 4m’ (m — 1) — m = 4m(m+1)/m—?2). Car 
soit « un point de L; les m(m—1) points de contact des tangenles a (,, issues 
du point «, apparliennent en mäme temps a la courbe polaire et ä la courbe 
harmonique de ce point, sans loutelois salisfaire a la question. Quand le point 
u parcourl la droite Z, ces points de contact deviennent successivement tous les 
points de C,; done C,, est une branche du lieu U, etrangere A la queslion proposee. 

Actuellement il est elair que, si @ esi un point dinterseelion des courbes 
W et C,, la langente a ©, en a coupe L en un point « qui est le conjugue 
de a par rapport a deux points diinterseelion b, ce de C, par celle langente 
Donc le nombre de fois distinetes que cette eirconslance a lieu est preeisemen! 


celui des rencontres de Z et du lieu cherche 3, et il exprime le degre de ce lieu. 
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Le nombre des intersections des courbes W et (©, est equivaleni a 
! m (m--1)(m— 2). Mais tous ces points ne donnent pas lieu ä des tangentes 
Jistinetes. Car soit ö un point diinflexion de C,: ce point compte pour trois 
dans le nombre des interseetions des deux courbes, et pourtant il ne donne 
lieu qua une seule tangente et a un seul point @ sur L. Done le nombre 
ei-dessus doit eire diminue de deux uniles pour chaque point diinflexion. 
eesi-a-dire, en totalile, de 6m (m—2), et il vient enfin, pour le degre de >. 
\m m —-2)[m(m+1)— 12]: ce quil siagissait de trouver. 

16. Sim 4. le lieu est du 32° degre. Ce resultat, en ce qui 
concerne le cas de m = 4, elail connu (Voir le mömoire de M. Steiner, en 
vote au bas de la page 328 de la Iraduelion frangaise). el Fauteur ajoute. ce 


ui est @vident, que ce lieu C, a, avec C,. des conlacls du second ordre en 
chacun de ses vingt-qualre points dinflexion. et quil passe une fois par chacun 
des einquante-six points de contact de ses tangentes doubles. 

Mais, comme ce probleme general. qui vient d’etre traite (15.). n’etail 
pas resolu, il serait possible que la connaissance du degre de ce lieu resultäl 
indireetement de celle du nombre des points d’inllexion et des points de contacl 
des tangenles doubles de la courbe du quatrieme ordre. points qui sont les 
seuls par lesquels cette courbe du 32° degre puisse passer sur ÖQ,. 

lei ce Iheoreme. cas parliculier d’un autre plus general. est etabli «a 
priori. 1 peut done servir (le nombre des points d’inflexion etant suppose 
connu) a determiner le nombre et la position des points de contact des tan- 
sentes doubles de la courbe du 4° ordre: ce qui fournit une solution nouvelle 
ei ires direete de cette question. bien connue dailleurs,. et que j’ai moi-meme 
Iraitee d'une maniere Ires dilferente, dans lartiele preeite du Journal de Liowwille. 

Si m= 9. le lieu est du 135° degre: il coupe CO, en 675 points. 
savoir: IH a avee Ü, des contacts du second ordre sur deux branches en chacun 
de ses 45 points dinflexion. qui representent pareonsequent deja 270 points 
Ainterseelion: il passe par les 240 points de contact des 120 tangentes doubles 
de €,: enlin il coupe C, en 165 points b conjugues harmoniques des points 
de contact a des 169 tangentes harmoniques de C,. par rapport aux deux autres 
points e, d diinterseelion de chacune de ces tangentes avec la courbe: ce qui 
donne un total de 270 -+-240 + 165 = 675. Eile. 


Paris. 10 Juillet 1861. 
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Ueber die Integration der partiellen BDifferential- 
ed DD 
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gleichung: 


(Von Herrn Ü. Neumann zu Halle. ) 


Angabe des Problems: Allgemeinere Behandlung desselben nach Analogie der Greenschen 


Wethode: Einführung der „Greenschen Function“ und der mit dieser correspondirenden 
Randbelegung. 

Dem Probleme, den stationären Temperalurzustand eines homogenen 
Körpers zu bestimmen, wenn die Temperatur seiner Oberlläche in beliebiger 
Weise gegeben und unveränderlich ist, kann ein anderes Problem zur Seite 
vestellt werden. welches in Bezug auf die Ebene denselben analvtischen 
Charakter darbietel wie jenes in Bezug aul den Raum. Dieses Problem der 
Ebene ist es. mit welchem sich der vorliegende Aufsatz beschäftiel. Verstehl 
man unter (#2) irgend eine in der Ebene abgeegrenzte zusammenhängende 
Fläche von beliebige »estellter Randeurve. so lautet dasselbe: 

Es soll eine Function P(x, y) gefunden werden, welche |) inner- 

| halb (R) überall der Gleichung AP =0O*) Genüge leistet: welche I) 
ob ©» | 
(1.) ısammt ihren Ableitungen E 3 innerhalb (R) überall endlich, ein- 
deutig und continuirlich bleibt; und welche Ul) am Rande von (R) ge- 
gebene Werthe besitzt. 
Es ist bekannt. dass die Behandlung der analosen Aufeabe des Raumes 
wesentlich erleichtert und «efördert wird durch die von Green und Gauss 
entwickelte Theorie des dem Neietonschen Anziehungsgeselze entsprechenden 
Potentials. Aehnliche Vortheile resultiren für das hier vorlievende Problem 
der Ebene aus der Untersuchung eines gewissen anderen Anziehunesgeselzes 
oder vielmehr aus der Theorie des diesem neuen Geselze zueehörieen Po- 
tentials. Wie man nämlich bei Behandlung des räumlichen Problemes eine 
Materie in Anwendung bringt, welche irgendwie im Raume vertheilt wird, und 
für welche das Potential zweier Theilchen aufeinander durch das Produet ihrer 


Massen multiplieirt mit dem reciproken Werth ihrer Entfernung dargestellt 





u di a op, co’ 
*) Unter SP soll durchgängig der Ausdruck —— + ——- verstanden werden. 
OL oy 
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wird: ebenso ist es hier bei Behandlung unseres Problemes der Ebene zweck- 
mässio, eine fineirte Materie oder ein fineirtes Fluidum zu Hülfe zu nehmen. 
welches auf beliebige Weise in der Ebene vertheilt wird, und für welches 
!as Potential zweier Theilehen aufeinander eleich ist dem Product ihrer Massen 
mulliplieirt mit dem Logaritimus ihrer Entfernung. Ks hat dieses Logarith- 
mische Potential in Bezug auf die Ebene Eieenschaften. welche vollständio 
analog sind mit denen, die das dem Neiwtonschen Gesetze entsprechende Po- 
ienlial für den Raum besitzt: und verdient! unter diesen Eigenschaften foleende 
hervoreehoben zu werden: 

Stellt I das Logarilhmische Potential irgend einer in der Ebene be- 


\findlichen Massenverlheilung in Bezug auf einen variablen Punkt (x, y 


2 vor: und befinden sich jene Massen sämmtlich ausserhalb einer in der 
ya ze IB u3.4, | Mar :) Ze: ı 
aa abveerenzien Fläche (R): so sind innerhalb (R) TV. —. — 

ae i oX cy 


\endlich. eindeulig. coniinuirlich. und SI =. 


Und umeekehrt: 


| Besitzt I innerhalb (RR) die eben angegebenen Eigenschaften, so lässt 
we r x R R 
3 sich dasselbe immer als das Loearithmische Potential von Massen dar- 


! stellen. die in dem ausserhalb (Ft, befindlichen Theile der Ebene liegen 
\naloe. wie es im Raume üblich ist. werde ich eine Funetion Y, welche zur 
Fläche /R) in der dureh (2.) und /3.) dargestellten Beziehune steht. eine 
Potentialfunetion der Fläche (R) nennen. Demnach kann man dann die Be- 
dingungen 1). I). welchen die unbekannte Function ? unseres Problemes (1. 
oenüeen soll. auch dahin zusammenfassen. dass man sagt. D soll eine Poltential- 
[unetion des eevebenen Raumes /R sein. 

Dass unser Problem (1.) immer lösbar ist. und immer nur eine einzige 
l.ösunge eeslaltel. lässt sich in ganz ähnlicher Weise darthun. wie solches von 
(iauss für das analore Problem des Raumes bewiesen ist. lch übergsehe daher 
diesen Beweis, und übergehe aus gleichem Grunde auch den Beweis der 
Sätze (2.) und (3. 





Ich werde zunächst über denjenigen Theil der Theorie des Logarith- 
mischen Potentials. welcher bei Lösung unseres Problemes (1.) zur Anwendung 
kommen wird. einen Ueberblick geben: werde dabei aber aus dem bereils 


venannten Grunde oft nur andeutend zu Werke gehen. 
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ey . 


Bezeichnet man mit q einen beliebie eewählten festen Punkt inner- 


1. halb der gegebenen Fläche (R), so wird man immer die Randeurve dieser 
.< Fläche mit einer gewissen Quantität des fingirten Fluidums der Art ..belegen‘ *) 
n können. dass diese Belegung auf alle Punkte der Ebene. die ausserhalb (R 
3 liegen. ebenso einwirkt wie eine in dem gegebenen inneren Punkte g con- 
0 eentrirte Masse --1:; oder „enauer auseedrückt: es wird immer eine Rand- 
x belegung des Raumes (A) existiren, welche in Bezug auf alle äusseren Punkte 
5 gleiches Potential besitzt mit einer in q concenlrirten Masse Il. Ich werde 
dieselbe .„‚die dem Centrum q entsprechende Randbelegung‘ nennen. und die 
bei dieser Belegung auf einem Element ds, der Randeurve vorhandene Masse 
mit Ads, bezeichnen. Versteht man also unter x einen beliebigen äusseren 
i Punkt und unter Z,,, Z,. die Logarithmen der Abstände, welche x von ds 
3 und g hat. so ist: ch 
| (4.} / ds, H®L,. = L«. . 
Ebenso wie diese Formel das Potential der in Rede 
stehenden Randbelegung auf äussere Punkte x reprä- 
senlirt. so werde ich andererseits das Potential derselben BT 
j auf einen beliebigen izn»eren Punkt p (Fig. A) mil # . 
/ . 4 
| (5.) / ds, H®L,, = 6@ P nl 
eo \ 
bezeichnen. und dasselbe die dem Centrum q ent-  —— 


sprechende Greensche Function nennen. Wenn wir uns gegenwärtig die dem 

Centrum p entsprechende Randbelegung gebildet denken. und die bei der- 
En . ; (») 

selben auf irgend einem Randelement ds, vorhandene Masse mit HH, ds, be- 


zeichnen. so ist analog mit (4.): 


: (») 
fas, a A 7 


oder. wenn wir den äusseren Punet x in eine Stelle « des Randes fallen lassen: 


ER : (pP) 
5°) Jan I. = Lu; 


und wenn wir diesen Werth von Z,. in (9.) substiluiren: 


"> (4) (p) (7) 
SJes ds, H® H/PL., = 6%. 


Hieraus ersieht man sofort, dass die Greensche Function @/'' symmetrisch ist 
in ähnlicher Weise, wie man sich im Raume die Oberfläche eines Körpers 
mit eleetrischem Fluidum „belegt“ denkt. 
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in Bezug auf p und q: dass also z. B. 


6.) 609 = fas,HwL, = fs, HL, 


ist. Eine zweite wichtige Eigenschaft der @Greenschen Function ergiebt sich 
vleichfalls aus den Formeln (4.) und (5.). Wendet man dieselben nämlich 
auf den Fall an. dass der äussere Punkt x der einen und eleichzeilige auch 
der innere Punkt p der andern in eine Stelle 5 des Randes liele. so werden 
die linken Seiten beider Formeln identisch. Somit folgt Z,, G). Beachte! 
man diese Gleichung. und beachtet man ferner. dass die Greensche Funclion 
sich auf die Einwirkung von Massen bezieht. welche am Rande von (R) also 
ansserkalb der Fläche (A) liegen. dass sie demnach eine Potentlialfunetion 
des Raumes /R) ist. so ereiebt sich für dieselbe sofort folgende secundäre 
Definition: 
Die einem inneren Centrum q entsprechende Greensche Function G\ 
\ kann definirt werden als diejenige Potentialfunelion des gegebenen 
Raumes. welehe mit dem Logarithmus des Radius qp gleichwerthie 
wird. sobaid der variable Punkt »p an den Rand des Raumes rückt. 
Beiläufioe ergiebt sich hieraus, dass die durch die Bedineungen (1}.) definirte 
Funetion 2 sich in die dem Centrum q entsprechende Greensche Function @ 
verwandelt. sobald man dort zu den gesebenen Randwerthen von 2 die Logarith- 
men der. vom Centrum q nach dem Rande gezogenen, Radii- veclores nimmt. 
Es bleibt endlich noch übrige. den Zusammenhang anzugeben. welcher 
stattfindet zwischen der unbekannten Function <> unseres Problemes 1.) und 
„wischen der irgend einem Centrum entsprechenden Randbelegung. Zu diesem 


Zwecke bediene ich mich foleendes Salzes: 


\Eine Potentiallunetion des Raumes (Z?.) lässt sich immer darstellen als 


das Potential einer eewissen Randbeleeune des Raumes. 


1; 


Es wird daher eine Randbelegeung ds, P, von {(R.) exisliren müssen. mit Hülfe 


deren sieh der Werth unserer unbekannten Funetion 2 für ireend einen 


innern Punkt » in folgender Weise darstellen lässt: 
) $ — /ds.P. En; 


Substituirt man für Z,, den Werth (5°.). so ergiebt sich: 


B, / f ds,ds, PH’ L,,. 


Man kann hier die Integration nach ds, vermittelst derjenigen Gleichung 








eh 
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werkstelligen. welche aus (9.) durch Verschiebung des variablen Punktes » 
nach irgend einer Randstelle 5 entspringt d. i. vermittelst der Gleichung 


D, ds ge. ;: 


und erhält dann: 


0) / ds, HD, 


Da die Randwerihe 2, eeveben sind. so ist die Ermittelune des Werthes. 
welchen die unbekannte Funetion D in ireend einem inneren Punkt: p besitzt. 


hiemit (nämlich dureh (10.)) redueirt auf die Bestimmune der dem Centrum p 


: Ihel (v). ar R 1} E 
entsprechenden Randbeleeune I > VÜeT. was dasselbi ist. redweirt auf die 
lEirmittelung deı dem Centrum p entsprechenden (ireenschen Function Wie 

‘ hi >» ' 1 1} I“ 1: 1} | ACHmMNO 1 r j® f 4} y ‘“ |} I MM ® 1} rl N, j | 
man el sSICHE. mus: (ie ‚osune der eben eenannlen KFundamenlalauleah« 


(d. h. die Ermittelung der Greenschen Funelion) für jede beliebige Lage des 
Cenlrums ausgeführt sein. falls man daraus die vollständige Lösung unseres 
Problemes (1.,. nämlich die Werthbestimmung von P für jeden beliebigen 
inneren Punkt ableiten will. In 8.5. werde ich zeigen. dass diese Fundamenlal- 
\ufoabe auf eine noch einfachere Aufgabe zurückeelührt werden kann. dass 
nämlich die Kenntniss der Greenschen Funelion für eine einzige Lage des Cen- 


Irums bereits ausreichend ist zur vollständieen Lösune unseres Problemes /1. 


= 


I utersuchung CIRKECS GEW ıSSCh Nireau—t urrten-NSslemes, welches um ein gerad. $ Linten- 


segment auf ähnliche Weise herumläuft, wie confocale Ellipsen um ihre Brennlinie. 


3 


Ein beliebiges Segment der z-Axe werde mil gg bezeichnet, und 
dieses mit einer beliebigen Quantität des fingirten Fluidums beleet »edach! 
Ausserdem seien in der Ebene andere Massen M dieses Fluidums auf be- 
liebige Weise und an beliebigen Stellen jedoch symmetrisch zur x - Ar 
vertheilt. Denken wir uns nun die Massen I fest. das auf gg befindliche 
Fluidum dagegen längs dieser Linie qq beweglich wie in einem an seinen 
Endpunkten geschlossenen Canal: denken wir uns ferner dieses in gg’ enl- 
haltene Fluidum wäre durch die geeenseilive Einwirkung seiner Theilchen 
sowie durch die Wirkung der festen Massen M hin und her bewegt worden. 
bis es schliesslich unter dem Einflusse dieser Kräfte zur Ruhe gelangt ist. sei 
dann aber in dieser Gleichgewichtslage fest geworden: und bezeichnen wir 
endlich bei dieser Anordnung das Potential der Massen M und gg zusam- 

43 * 
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mengenommen auf irgend einen Punkt x mit V,: so lässt sich. wie ich 
zeigen werde. für den von der Niveau-Curve V.= Const. umsehlossenen 
Raum das Problem (1.) immer lösen. Vorausgesetzt wird dabei allerdings noch 
ein Umstand, der aber erst später (in (11.)) erwähnt werden soll. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass zu denjenigen Curven, für welche 
man auf diese Weise die Lösung unseres Problemes (1.) erhält, viele bekannte 
Curven gehören. Für den Fall z. B.. dass die äusseren Massen M Null sind. 
erhält man eine Ellipse, deren Brennpunkte in g und g' liegen*). Bei einer 
Anordnung der Massen J/ erhält man ferner die bekannte Curve 
vierten Grades: ax’ -+-by = (x’-+y')‘. Bei anderer Lage der Massen M er- 
veben sich endlich die mit den elliplischen Funetionen in Zusammenhang 
stehenden Curven, welche Herr Siebeck (Bd. LVH, pag. 365 dieses Journals) 


untersucht und abeebildet hat. 


vewissen 


An Stelle der rechtwinkligen Coordinaten x, y werde ich andere Va- 
riablen 9, © einführen. von welchen die erstere 9 eine lineare Function des 
Potenliales F ist, und die letztere ® dadurch definirt werden kann, dass 9-+-io 
eine monogene Funelion von @-+iy sein muss. 

Aus der Anordnung, welche wir der Masse gg’ haben zu Theil werden 
lassen. folgt sofort. dass das Potential F für alle Punkte des Segmentes gg 
einen eonstanten Werth besitzt. dass also eine der Niveau-Curven V = Const. 
durch dieses Linienstück selber repräsenlirt wird. Die übrigen Niveau-Curven 
werden um gg etwa in ähnlicher Art herumlaufen wie ein System confocaler 
Ellipsen um ihre gemeinsame Brennlinie und sämmtlich symmetrisch zur z-Axe 
liegen. wie aus der über die Lagerung der Massen M angenommenen Sym- 
metrie sofort folgt. Die Symmetrie, welche das Ellipsensystem zur y-Axe 


darbietet, wird dagegen unserem Niveau-Curven-System im Allgemeinen fehlen. 


*) In der That habe ich, wie bei einer anderen Gelegenheit dargelegt werden 
soll, gefunden, dass ein System confocaler Ellipsen definirt werden kann als ein ge- 
wisses System von Niveau-Curven, nämlich dargestellt werden kann durch die Glei- 
chung V.—= Const., wo V, das Potential derjenigen Wirkung vorstellt, welches die 
mit einer Quantität des fingirten Fluiduns belegt gedachte Brennlinie auf einen be- 
liebigen Punkt @ ausübt, vorausgesetzt, dass jenes Fluidum auf der Brennlinie die- 
jenige Vertheilung besitzt, welche zu seinem Gleich, gewicht auf derselben erforderlich 


ist. Eine ganz an: lloge E igenschatft besitzt übrigens auch ein Sy stem ceonfocaler El- 


lipsoide ın Bezug auf seine Brennebere. Nur muss man dort an Stelle des fingirten 
Fluidums das elektrische Fluidum zur Belegung der Brennebene in Anwendung 


bringen. 
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Ich füge nun zu dem vorhin Bemerkten hinzu. dass ich für die Niveau-Curve 
V — Gonst. 

Ya Problem (1.) nur dann zu lösen im Stande bin. wenn von den 
11.) /suppönirten Massen M und gg’ allein gg innerhalb der Curve. M hin- 


| wegen ausserhalb derselben liest. 


Zuvörderst ist eine eenaue Untersuchune der Funetionen V. 9. 


notlhwendie. 3 soll definirt sein durch die Gleichune: 
(12.) == AU - Fu}, 


A eine noch disponibie Constante und FF, den Werth vorstellt. welchen 
Ferner soll » für alle Stellen deı 


wo 
das Potential V für die Linie gg besitzt. 
Ebene. an welchen IV. mithin auch 4/9 Null ist. definirt sein dureh die 


Gleichungen: 


N c , 
AO N ou 0 ou .. 06% 
\ | 3. ) Er — Br Fer a T r 2 — Ü) 
OL oy oy Or 


und durch die Anfangsbedineung: &=0 für den Punkt g. Bezeichnetl man. 


wie fortan stets geschehen soll, mit » die von Innen nach Aussen gerich- 
tete Normale einer Niveau-Curve, und mit s diejenige Richtung der Curve 


selber. welche zu » ebenso liegt. wie die y-Axe zur z-Axe (Fie. I 


page. 345); so ist: 
(14.) cos(n, x) = cos(s, y) cos(r, y)-+cos(s, 2) = 0 
Da nun: 
[oh 2) A [oh 
— = —c085(n, 2) + —— cos(n, Yy). 
on OX | oy w. 
0Ww 0W \ 0W ’ 
— —_ nn u COS \ S. ey J a re COS \ 5. Y ) . 
Os 0X oy ö 


so ergiebt sich aus (193.) und (14.) 


sofort: und auf ähnliche Weise: 


0% ot, 04 00 
En ER I träger Sue , ri 0 
ı on os Os on 


(15.) \ * » P} . . » . 
‘ \Dieselben Relationen werden auch für zwei beliebige auf einander 
senkrechte Richtungen v und o gelten; falls nur o zu v liegt, wie s 


zu n, das ist wie y zu ı. 
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Kine andere Folgerung aus (13.) ist die Gleichung: 


eV 0w co’ 00 0 

0x 0% u 
aus welcher erhellt. dass & = Const. ein Curvensystem vorstellt, welches die 
\iveau-Curven |} Const. oder 9 = Const. senkrecht durehschneidel. welches 
ı!so ebenfalls symmelrisch zur z-Axe liesen muss. und zu welchem unler 


\inderem auch die rechts- und links-Tforllaufenden Verlängerungen von yy 
sehören werden. Die senkrechte Trajectorie ge (Fig. 1) wird dargestellt sein 
dureh die Gleichung ®=0. weil ® seiner Definition zufolge im Punkte q 
den Werth 0 besitzt: hineeeen wird sich zeieen. dass die senkrechte Tra- 
jeelorie g’.x' durch einen anderen constanlen Werth von o repräsentirt wird. 
\uch werden wir finden. dass alle übrieen unter den hier vorhandenen Tra- 
iselorien durch zwei verschiedene constanle Werlthe von & dareestelli sind. 
von denen sich der eine auf die oberhalb. der andere auf die unterhalb gg’ 
lievende Hälfte der Trajectorie bezieht. Der so eben für gr gefundenen 
(Gleichune &—=0 kann die Gleichune der Linie gg selber zur Seite voestelli wer- 
len. Diese nämlich ist repräsenlirt durch I =J,,. also nach (12.) durch 90. 


Für den von einer Niveau- Curve umschlossenen Raum ist NV keine 


A a rn oV OR EN 
Polentialfunetion, weil die Dilferentialquolienten —. discontinuirlich sind 
or ou 


jür die innerhalb dieses Raumes befindliche mit Masse belegte Linie gy 
Zur weiteren Untersuchung von 9 und & ist es daher zweekmässie an Stelle 
des von einer Niveau-Curve begrenzten rollen inneren Raumes einen ron 
swei Niveanu-Üurven begrenzten ringförmigen Raum (R') zu betrachten. wel- 
cher so gewählt sein soll, dass derselbe nicht allein von den Massen gg. son- 
dern auch von den supponirten Massen M vollständig frei ist. dass also 
2 | 2 mithin (nach (12.) und (13.)) auch 9, u u 


OX cu x ed co er CH 


7] c 6 








innerhalb /R") überall endlich. eindeutige und eontinuirlich bleiben. Um den 





Gange von & selber innerhalb (7) zu erkennen. müssen wir zunächst die 





Werthe untersuchen. welche das Inteeral 


260 
# u 
. cv 
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besitzt. wenn dasselbe über ein kleines Curvenstück «2 (Fie. I.) ausgedehn! 
ist. dessen Elemente do sämmtlich innerhalb (RV) lieven. und darin unter » 


die Normale von do ver- 


standen wird. Wir pro- Fig. 1. 
jieiren zu diesem Zweck 7) 


das gegebene ÜCurven- 
stück @/7 auf den inneren 
Rand des Raumes (R 
indem wir uns dabei je 
als Projeelionslinien der 
senkrechten Trajecltorien 
des Niveau-Curven-Syv- 


stems bedienen: und wen- 





den sodann auf das von 
«3 selber. von der eben 
erhaltenen Projecetion «ab 
und von den beiden 
senkrechlen Trajectorien 
ac, b5 eingeschlossene 


Gurven-Viereck die be- 





kannte Formel 


2; ia 
/ Er do #4 II.dedy 


an, wo sich die beiden Integrale respeelive auf den Rand und auf die Fläch« 
des Vierecks beziehen. Beachtet man. dass die Fläche des Viereeks voll- 
ständige dem Raum (ff) angehört. dass demnach 9 für dieses Viereck ein« 
Potentialfunelion ist. so sieht man. dass 49 in dem Inteerale rechts O ist 
Das Integral linker Hand besteht aus vier Theilen,. welche respective den Cur- 
ven op, ab, ac, bj angehören, und von welchen die beiden letzten Null sind. 


vi 


. Or . . ys . . . 
weil —- verschwindet, sobald v senkrecht gegen eine Trajectorie zu liewen 
cv : 


kommt. Demnach ereiebt sich: 


399 a9 
PC 1 or 
/ —— do -/ <—— do 0, 
e oVv cv 


(£ b 


wo v in beiden Integralen diejenige Richtung der Normale vorstellt. weiche 
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in Bezue auf die Fläche unseres Vierecks von Innen nach Aussen fortläuft. 


Nehmen wir in dem zweiten Integrale an Stelle dieser Normale » die ent- 





veveneeselzte Richtune »,. so erhalten wir: 


»Bß fahy, 7 0% 
— do = ——— do 
cv u von 


u ) 





oder wenn wir endlich im zweiten Integrale. an Stelle der in der Richtung 


ha verechneten Bogenlänge o, die in der Richtung ab gerechnete Bogenlänge 


.& OR 2... 04 
(16.) / Be do „zen / = ds. 


[74 a 


einführen : 








wo nun gevenwärlig v zur Richtung «5 ebenso liegt wie » zu ab. Diese 
Formel sagt: 
. . \ . "ou 
Das über irgend ein Curvenstück ausgedehnte Integral / do hal 
| ; 
iz.) ‚stels gleichen Werth mit demjenigen Integrale, welches der orthogonalen 
| Projection dieses Curvenstückes auf den innern Rand in analoger Weise 
zugehört. 
Und daraus ergiebt sich nun unmittelbar folgender wichtige Salz: 
ME, ; ce 
Dehnt man das Integral y do über eine beliebige geschlossene 


| Curve aus. deren Elemente do sämmtlich in (AR) liegen. so ist der 


IS.) / Werth desselben entweder Null oder ein positives oder negalives Viel- 
ven des dem inneren Rande zugehörigen und durch einmalige Um- 
mn 
cu 
oehunge desselben erhaltenen Inteerales J= / —— ds. 
ch 


Es wird nämlich das in Rede stehende Integral +N.J sein. wenn man 
die gegebene Curve (do) durch eine continuirlich fortschreitende Aenderung 
ihrer Lage und Gestalt und ohne dabei eines ihrer Elemente aus dem Raume 
(AR) herauszuschieben mit einem Nfachen Umgang des inneren Randes zur 
Deckung bringen kann. Und zwar wird der Werth +N.J oder —N.,J sein. 
jenachdem die Normale » der Curve (do) bei der genannten Verschiebung mil 
der (im Integral J vorhandenen) Normale » des inneren Randes gleiche oder 
enigegengeselzte Richtung erhält. 
Das über den inneren Rand ausgedehnte Integral 


ui; u: 7 
ci cl f 
J - / ds = af -— ds (nach (12. ) 
” cH ° ; 


© cH 








behält übrieens. wie man aus (17.) sofort erkennt. denselben Werth. wenn 
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man an Stelle des Randes irgend eine andere in (R") befindliche Niveau- 
Curve zur Integration benutzt. Zur einfacheren Gestaltung des Nachfoleenden 
ist es zweckmässig. die noch disponible Conslante A der Art zu wählen. dass 
J -2n wird. Zu diesem Zweck müssen wir 
zn 
('6V 
—— ds 
cn 


seizen. und haben dann nach (12., als definitiven Werth von 9 foleenden: 


| V 4 
19. 4 = en e und J=Xn. 


/ ide ds 
« CH 

Der Satz (18.) wird nun sofort Aufschluss geben über die Natur der 
Function @. Ist der Werth & = @, für irgend einen Punkt p bekannt. so 
bestimmen sich die Werthe von & in der Nähe von p eindeutig vermittelst der 
Formeln (13.). Wenn man sich aber vom Punkte p weiter entlernt. auf irgend 
einem vollständie in (AR) lievenden Weee fortschreitet. und schliesslich wieder 
zu p zurückkehrt. so wird der Werth von & bei der Rückkunft im Allge- 
meinen von ©, differiren: so dass also ® für ein und denselben Punkt y 
mehrere Werlhe besitzt. Bezeichnet man nämlich die durchlaufenen Wee- 


elemente mit do. so ist der Werth w,. welchen & bei der Rückkehr nach 


00 n 
U), m - (dO, 
i c6 


Nenn! man nun »v diejenige Normale von do, zu welcher die Richtung 0, in der 


p hesilzt: 


( u) c + 


man forleegangen ist. ebenso liegt wie y zu x, so ist nach (15. 
. coO cv 


+N.J= +N.?2n also: 


wur 

d ; ou 

Nach /18.) und (19.) ist aber das Inteeral / do 
« OVv 

o. = u, +, Rn, 


wo N ireend eine eanze Zahl vorstellt. Folelich: 


\Für irgend einen Punkt des Raumes (FF) besitzt & unendlich viele 


(20 
!Werthe. welche von einander um Vielfache von 277 verschieden sind. 
(Genau genommen wird daher z. B. der Werth von & für die senkrechte Tra- 
jeetorie ge (Fig.1.) nicht als 0, sondern als irgend ein Vielfaches von 2.7 zu be- 
zeichnen sein. Um den Werth von & für die enigegengeselzt fortlaufende Tra- 
jeetorie g’x’ zu erhalten, integriren wir über die obere Hälfte kd# des inneren 
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Randes. und erhalten dann, wenn wir mit dem Werthe ®, = N.2r ausgehen. 
bei unserer Ankunft in 4 folgenden Werth: 


ı‘‘ 0W 1 409% N 
Vu = W, wi; ——ds = N.2n -/ —— ds (nach (15.)). 
u’ k 


Os on 


Erinnern wir uns nun daran. dass die supponirten Massen N symmelrisch zur 
r-Axe liegen, dass also die Kräfte. welche diese Massen M in Verbindung 


mit der Masse gg’ auf irgend zwei zur e-Axe symmelrische Punkte aus- 


nn r 


.. » ” . .. » ol P . 
üben. ebenfalls symmetrisch sein müssen: so erhellt sofort. dass —— mithin 
" ON 








nd 
cu Ya “ . Tr . .. 

«uch —— für zwei solehe Punkte von eleichem Werth sein muss. Das über 
CH . 


den inneren Rand ausgedehnte Integral ((18.) und (19.)) 


a. _ I» „ 
Jen f on ds 


lässt sich daher in zwei Integrale zerlegen. von denen das eine der oberen. 
das andere der unteren Rand-Hälfte angehört. und welche beide eleichen 
Werth besitzen. beide also z sind. Demnach ist zz der Werth des in un- 
serer Formel für &,, vorhandenen Integrales; und daher: 

0. = (2N-+1)n, d.h. 

31) ) Die Werthe von » sind für die beiden senkrechten Trajectorien gr 
"und g’r’ (bis auf beliebige Vielfache von 27) respective O und a. 
Wir untersuchen endlich die Werthe von & für zwei Punkte y, 0 des inneren 
Randes (Fig. 1.). welche symmetrisch zur z-Axe liegen. Wenn wir von y 
über % nach Öd gehen, und den Ausgangswerth mit &, bezeichnen, so erhalten 


wir in = und d foleende Werthe: 


| 'kow | 277 
ww. =w,+f ——ds, VW =W,-4 —— (ds. 
u os f os 


Y 


r 


4 u Oe — 

Da ——- und somit (nach (15.)) auch —— für zwei symmelrisch zur .r- Axe 
oh os r 

liegende Elemente ds gleichen Werth besitzt. so ergiebt sich, dass die beiden 


Integrale in diesen Formeln einander gleich sind. Die Subtraclion derselben 


liefert daher: 
! “ 
—- (Ds = 2») 
0,405 20;. 


Da nun einer der Werthe von o, gleich Null ist, so ergiebt sich sofort: 
je der Werth von © für irgend einen Punkt des Raumes (R') =w,. 
22.) ‘so ist der Werth dieser Function für den zum ersten symmelrisch 


liegenden Punkt (bis auf ein Vielfaches von 27) =—w.. 


u Fan 
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Wenn wir bis jelzt die Abhängigkeit untersucht haben. in welcher 

3,0 zu x, y stehen. so ist es nun andererseits auch nothwendig. näher zu 
bestimmen. in welcher Weise umgekehrt x, y von %, © abhängen. Das 
Potential F wird. da der Raum (#?) von Masse frei ist. entweder beständie 
im Wachsen oder beständig im Abnehmen begriffen sein. während man von 
dem inneren Rande dieses Raumes längs einer senkrechten Trajectorie zum 
äusseren Rande fortgeht: also = während dieses Ganges entweder stels 

oV 


pos. oder stets neg. bleiben. Andererseits ist klar. dass — auch dann das- 
OH 


selbe Vorzeichen behalten muss. wenn man länes ireend einer Niveau- Curve 


» V ‚pr ()\ . 
[ortgeht.. Da demnach - für den ganzen Raum () ein und dasselbe 
N ” 


Q)| 95 


Vorzeichen besitzt. so wird. der aus (19.) entspringenden Formel 


oV 


NG 
© n 
u Be ( 


en = "or 
$ ar ds 
I CH 
Oo . er ö 
zufolge. —— innerhalb (/?) überall pos. sein. Nimmt man hinzu. dass nach 


ON 


.ı 9» oOw . i 
15. a — ist. so folet: 
E on os 


Innerhalb (AR) ist 9 beständig im Wachsen begriffen. während man 
\ vom inneren Rande des Raumes längs einer senkrechten Trajectorie 
23.) {zum äusseren Rande fortgeht: & ist beständie im Wachsen begriffen. 
| während man länes einer Niveau-Curve und zwar in ihrer Richtune s 
14.) fortschreitet. 
Hieraus ergiebt sich nun unmittelbar. dass jede in (A) liegende XNiveau- 
Curve durch Angabe des ihr entsprechenden Werthes von 9 eindeutig be- 
stimmt wird: so wie auch andererseits. dass. wenn eine dieser Niveau-Curven 
segeben ist, jeder auf derselben liegende Punkt durch Angabe des ihm zuee- 
hörisen Werthes von » eindeutig bestimmt wird. D.h.: 


94) \Die Coordinaten @, Y der in (#?) befindlichen Punkte sind eindeutige 
(24.) 


!Funclionen von 9% und w. 
Schliesslich mag in Betreff der Variablen %, & noch bemerkt werden. 


dass durch Einführung derselben an Stelle von x, y die Gleichung: 
14 * 
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r oF _ 0’F 
AF=0 ode — + — =) 
or ey’ 
übereeht in: 
“ o’F o’F 
FE u 
: cu oW 


wie sich aus den Formeln (13.) leicht ergiebt. 





8. 3. 
Lösung des Problemes (1.) für den von einer Nweau-Curve des $.2 begrenzten 


Raum. Satz über eine beliebige zur x-Axe symmetrische geschlossene Curve (42.). 


Es handelt sich darum. die @Greensche Function für den von einer 
\iveau-Curve umsehlossenen Raum aufzustellen. d. h. eine Funetion zu fin- 
den. welche den in (7.) angegebenen Bedingungen entspricht. Um von 
diesen Bedingungen successive eine nach der anderen zu berücksichlieen. wer- 
den wir zwerst eine Reihe möglichst einfacher Potentialfunelionen des in Rede 
stehenden Raumes bilden, und sodann zweitens aus diesen. durch Multiplication 
mit eeeioneten Conslanlen und Addition. eine neue Potentialfunetion zusam- 
menselzen. welche gleichzeitig auch der zweiten in (7.) ausgesprochenen 


Bedingung. nämlich der dort angegebenen Randbedingung Genüge leistet. 


Eine Potentialfunetion F irgend eines Raumes ist dadurch definirt. dass 
innerhalb dieses Raumes 


ii. #=-0 I 


nn 


da oF oF ' ’ L- 2 
Il. F selber. — und EM endlich. eindeutige und eontinuirlich bleiben. 
OL O 
\Wir wollen zunächst nieht den von einer Niveaueurve umsehlossenen 
rollen inneren Raum, sondern wieder den ringförmigen Raum (R') betrachten. 
dessen Randeurven so eewählt waren. dass dieser Raum von den supponirten 
Massen vollständie frei ist: und zuerst für diesen die möglichst einfachen Potential- 


funetionen bilden. Die Gleichung (1.) verwandelt sich hier (nach (25.)) in 


o’F o’F ne 
or -0. und besitzt daher folgende particuläre Integrale: 
oU ow 
| \F h A® L II) +(C"- DIw, 
26.) 


IF = (Ae"+Be"") cosnw-+(Ce"?-+ De"") sinnw. 








Y°«D Y"«D 

. ” * ”* * . . C ( % 
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wo n». A, B. C, D. A’. ... willkürliche Constanten sind. Erinnern wır 


uns nun daran. dass J das Potential der supponirten Massen MW und gg’ auf 


einen variablen Punkt vorstellt. dass diese Massen aber sämmtlieh ausserhalb 


ON\ . » oV oV . . 
R') lieven; so erhellt sofort. dass I. ——-. - innerhalb dieses Raumes 
' OL oy 
endlich. eindeutie und eontlinuirlieh sind. Dasselbe wird daher {nach (12. 
04 ou ! 0W 0w 
auch von 9, —-. —— und (nach (13.)) auch von —. - voelten.  Be- 
or oy i or oy 


sässe demnach & selber ebenfalls diese Eieenschaften. so würden die Funelio- 
nen F' (26.). nicht nur der Bedingung (1.). sondern auch der Bedineunge (1. 
venügen. PObeleich nun aber w selber eieldeutig ist. so kann doch dieser 
störende Einfluss durch geeienele Wahl der in den F enthaltenen willkür- 
lichen Constanten leicht beseitigt werden. Beachtel man nämlich. dass nach 
20.) cos»w und sin»zw eindeutig sind. falls man nur für » eine ganze Zahl 


nimmt. so erolebt sich sofort: 


Die Funcelionen F (26.) sind Potentialfunelionen des rineförmieen Raumes 
run \/R”). wenn man darin die Constanten ©, D verschwinden lässt. unter 
53. i z | RIEMEN 
n eine eanze Zahl. und unter A’, B’, A. B. ©. D willkürliche Con- 


stanten versteht. 


Dieses Resultat wird später unmilltelbar zur Anwendung „gelangen. wenn es 
sich um die Ermittelung der Greenschen Funelion für den ringförmigen Raum 


RR) handeln wird. 


Gerenwärlie „eehen wir sogleich zu dem von einer Niveau- Curve 
umschlossenen vollen Raum (Ft) über; nehmen dabei aber (wie bereils in 
11.) als nothwendig bemerkt wurde) an. dass dieser Raum zur die centrale 
Masse gg in sich enthält. nämlich frei ist von den Massen M. Construiren 
wir in diesem Raume irgend eine Niveau-Curve. welche sieh in eanz be- 
liebiger Entfernung um die cenlrale Niveau-Curve gg herumziehen mag: so 
erhalten wir zwischen dieser Curve und zwischen dem Rande von /R)\ einen 
ringlörmigen Raum. welcher von den supponirten Massen vollständig frei ist. 
und auf welchen daher die Resultate der vorhin ansestellten Untersuehunoen 
unmilltelbar anwendbar sind. So ereiebt sich also z. B.. dass für diesen rine- 
lörmigen Raum, dessen innerer Rand der centralen Curve gg" beliebig. selbsI 


unendlich nahe liegen kann. die im (27.) angegebenen F Potentialluneltionen 











ob oo’ 





3) \eumann, Integration der partiellen Differentialgleichung 2: a = 0. 
Fig. II. sind. Wir wollen nun je zwei ge- 
” sgenüberliegende Punkte des inneren 
/ Randes mit a, b bezeichnen (Fig. I.) 
/ und untersuchen ob unsere Funclio- 
/ nen F den eben genannten Charakter 
/ auch dann noch behalten d. h. auch 
en / dann noch den Bedingungen (1.) und 
EEE | (1.) Genüge leisten, wenn bei forl- 
(Cum Br geselzter Zusammenziehung des in- 
a u 0 EREREREERE 4 neren Randes je zwei Punkte «a, b 
6\ zusammenfallen und hiedurch der 
\ ringförmige Raum in den gegebenen 
\ vollen Raum (FR) übergeht. Man siehl 

\ sofort. dass den Bedingungen (1. 
\ genügt wird. wenn bei unendlicher 

n 


Näherung der Punkte a, b 


2) Ni: A) =) 
“ru OL /a OX /0 oy a oy /9 
wird: und ferner. dass falls auf diese Weise die in (1l.) gestellten Anfor- 
lerungen beim Uebergange des rineförmigen Raumes in den gegebenen vollen 
Raum /R) erfüllt bleiben. Gleiches in Bezue auf die in (l.) gestellte Anfor- 
Jerune bereits von selber erfolet. 

Construiren wir in den Punkten «a. b des inneren Randes die nach 
Aussen gerichteien Normalen » und die in (14.) definirten tangentialen Rich- 
tungen s (Fig. H.); und beachten wir. dass die beiden Richtungen » bei 
unendlich kleiner Distanz der Punkte a, b parallel und entgegengesetzt forl- 
laufen. dass ferner Gleiches für die beiden Richtungen s gilt: so verwandeln 


sich die Bedingungen (28.) in: 


0 m De 
BR on/a on /b’ Os Ja os /b 


Da » und s die Normalen der Curven $ = Const. und ® = ÜUonst. sind. so ist: 

















oF oF 0% oF OF co 
en 0» on’ os  0w Os 


© F a () 


Da ferner. wie bereits früher bemerkt wurde. u und ebenso —— für 
Ö Y 


os 
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„wei zur e-Axe symmetrisch liegende Punkte gleichen Werth besitzen. so ist: 
oe N, (>), (=E), 
on on /0O I 
Demnach verwandeln sich die Bedingungen (29.) in: 
ws 2 -öF öF öF -öF 
3) (F,=(F), (,=-): = -() 
. ; 2 OU /a 0% 70 oWw /a \owo 


Wir werden nun finden. dass unsere Funetionen F (27.) diesen Bedingungen 





im Allgemeinen nicht genügen. sondern. dass es dazu einer veewissen Beschrän- 


kune der in ihnen enthaltenen willkürlichen Constanten bedarf. Es ist nach (27 


F=A+BV, F: ( Ae"”+Be”"”) ecosn»+ (Ce"’+De”"?)sinnw. 
\ or I öF | | | | 
‚ — — PB. 1e"”— Be’) cosnw Ce"”—De"”)sinz w. 
31.) ou n 04 RE in Sue D | 
| or I öF ’ FE AR 
n 0, _ — : Ae"”+Be”"”) sin nw-+-(Ce"’-+De"”)cosnw 
oo 21 0 ; 


Da nun (nach (22.)) die Coordinaten zweier symmelrisch zur z- Axe liegen- 
den Punkte 4, » und 9, —o sind; da ferner 9 für die Linie gg’ Null ist. 
und also die Coordinalen unserer beiden einander unendlich nahen Punkte 
a, b respeclive Ö,. »& und O, —w sind: so wird man die Bedingungen (30. 
erhalten. wenn man in den für F, IL, aufgestellten Werthen (31.) an 
oF  0W 

Stelle von 4, & einmal 0. &, sodann zweitens 0. —o» substiluirt, und daraul 
die in beiden Fällen für F resultirenden Werthe einander eleich. daweven 
die für = sowie für = resullirenden Werthe einander entgegengeselz! 
gleich setzt. Die so entstehenden Relationen werden dann stattfinden müssen 
für jede beliebige Lage des Punktpaares a, b, d. h. für beliebige Werthe von 
9. Hierdurch ergeben sich für die in den F enthaltenen willkürlichen Con- 
stanten folgende Beschränkungen: 

Aus: r\,=iP} lolet: * C+D=0 

Aus: (2),=-(), folgt: B’=0, A-B=0 

Aus: en  - = ), folet: x C+-D=V0. 

ow Fa oW /D 

also zusammengenommen: 


= 0, D=-—(, BA, 


Diesen Beschränkunseen hat man also die in (27.) aneeeebenen F hinsichtlich 
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ihrer willkürliehen Constanten zu unterwerfen. wenn man die Potentialfunetio- 
nen des gegebenen vollen Raumes (R) haben will. Mithin: 


Bedeuten A’, A, € willkürliche Constanten und bedeulel » irgend eine 
\ ganze Zahl. so sind 

22 Fre, . 
F— Ale” +e”"") cosnw+((e""—e"")sinnw 


Potentialfunetionen des vollen Raumes {R). 





Die Greensche Funelion @/”’ unseres Raumes (Ft) ist nach (7.) die- 
jenige Potentialfunelion dieses Raumes. welche einer gewissen dorl ange- 
ochenen Randbedingung Genüge leistet. Nehmen wir daher für @{” ein aus 
den eben vefundenen Potentialfunelionen F (32.) »ebildetes Avoreval und 
selzen also: 

33. an.@/? A’+2.2(A(e""+e”"") cosnw + C(e"”—e”"")sinnw). 
wo dann 9, © die Coordinaten des in (A) befindlichen variablen Punktes p 
sind. auf welchen sich @/” bezieht: so bleibt nur noch übrig. dass wir durch 
oeeienele Wahl der Constanten A, A, C jener Randbedingung Genüge leisten. 
Diese letztere wird. wenn wir unter b einen auf dem Rande von {R) ver- 
schiebbaren Punkt verstehen. und mit Z,, den Logarithmus desjenigen Radius- 
vector bezeichnen. welcher von dem innerhalb (AR) angenommenen Centrum q 
nach 5b oezoeen ist. durch 


34.) re E; 


dargestellt. — Es wird hier eine eewisse Umeestalltune von I, , erforderlich. 


Der Werth von L,; hänet. weil q fest ist und 5 immer auf dem Rande 








bleiben soll. allein von der ®-Coordinale des Punktes 5 ab. welche mit &, 


bezeichnel werden mae. Also: 
LE; f(w,). 


Da (zufolge (24.)) jedem Werthe von &, nur ein einzieer Punkt 5 zueehört. 
und da ferner (zufolge der geometrischen Bedeutung von Z,,) jedem Punkt b 
nur ein einziger Werth von Z,, entspricht. so ist Z,, eine einwerthige Funelion 
von @,: und also innerhalb des Intervalles &,=0®... 27 entwickelbar 


nach den Cos. und Sin. der Vielfachen von &,. Denkt man sich diese Ent- 


wickelung auseeführt. so unterlieet es keinem Zweifel. dass dieselbe nicht 
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nur innerhalb des eben senannten Intervalles. sondern eanz alleemein eüllio 
bleiben wird. weil der Punkt 5 (nach (20.) und (24.)) zu derselben Rand- 
stelle und folglich Z,, zu demselben Werthe zurückkehren muss. sobald o, 
um ein Vielfaches von 27 vewachsen ist. Wir haben daher. ohne ireend 
welche einschränkende Bedingung, für L,, oder f(o,) folgende Entwickelung: 
ii 

I 


Ri. 2 kn 
2af(w,) (142 Fcosa (0, —w, I (o,)do,. 
) 


® 4 


/ 
wo @, eine zur Integration dienende. während derselben von O bis 2.1 fort- 
sehende Variable vorstellt. Die Werlthe,. welche f(w,) oder L,, hierbei durch- 
läuft. sind geomelrisch durch den Logarithmus eines Radius-vectors ga ve- 
präsentirt. dessen im Rande liegender Endpunkt a während der Integration 
einmal um den Rand herumläuft. Wir erhalten also: 


J. 


nr es 2 “ 
39. 2nL. / (1 -2 >cosn(w,—w,))L,.dw,. 
; yEzz 
( 


l 
Um nun die Randbedingeung (34.) aulstellen zu können. bezeichnen wir den 
eonstanten Werth. welchen 9 am Rande des gerebenen Raumes /R) besitzt. 
mit # = e: und erhalten dann sofort den Werth von @,;”. wenn wir in (33. 
an Stelle der Coordinaten 9, & des Punktes p die Coordinaten ce. w, des 
Randpunktes 5 subslituiren: mithin: 
36. In,‘ A’+R2F (Ale He" )cosnw, + Ü\e"—e sin»w,). 

Die durch (34.) verlangte Gleichheit von (35.) und (36.) wird nunmehr 


aueenblicklich erfüllt. wenn wir die Summe in 36.) über alle ganze Zahlen 


»„—1.2.... x ausdehnen und dabei für A, A, © folgende Werthe nehmen: 
“An Ir 
4 / I; do. Ale" te” / COSRW, l., ‚do,. 


l 


\ . T * 
C(e“— ee") / sinno,L,,do 


Substituiren wir diese Werthe in (99. ,. so ist die Bestimmung der Greenschen 
Funetion für den gegebenen Raum (At) vollendet. Wir erhalten: 
(37. 276,2 
T. 


t f 
J rt $ nis 


Ki um LEE” ( e ) 
/ | ! 22 COSRWECOSND),- gar sSIN2W SINN nW )\ L. ddın 
i a e"" — ee e = 7 i 


wo 9, © die Coordinaten von p sind. 
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Die einem gegebenen Centrum entsprechende Randbelegung des Raumes 
(R) findet man nunmehr leicht, wenn man beachtet, dass @/{® in Bezug auf 
die Punkte p, q symmetrisch ist, und dass demzufolge (nach (6.)): 


(38.) a 2. Jds. HL, 


wird. wo 41’ die dem Centrum p entsprechende Randbelegung vorstellt. Be- 
zeichnet man nun den mit dem Randelement ds, correspondirenden Zuwachs 


von o, mit do,, und setzt die auf ds, vertheilte Masse: 
(39.) ds,HP = dw,nP, 
so verwandelt sich (38.) in 


"?rı 
(40) 6@ = / do,n®L,,. 


0 
Und nunmehr giebt die Vergleichung von (37.) und (40.) sofort für die dem 


Centrum p» entsprechende Randbelegung folgenden Werth: 














dw ii i Nn=X ent Ion I end _ er | ' 

\ ) { 4 | ı - r e 

41.) de, Ti a ‘ N | a. 1 az ( — COSRWCOSNWV , - -SINNW sinao,,)| 2 
2rı u e ı + e nd e"‘ —— NE 


wo zu erinnern ist. dass hier 9, & die Coordinaten des Centrums p und 


c, @, die Coordinaten des Randpunktes a vorstellen. 


Mit Hülfe dieser Randbelegung lässt sich nun das allgemeine Problem 
1.) für unseren Raum (AR) sofort lösen. Nach (10.) gilt nämlich für die un- 


bekannte Function & jenes Problemes immer folgende Gleichung: 


/ ds, 9 B,, 


2 
also nach (39.): 


277 
BB ( 
2, Bi; F do, n\P) D, . 


() 
Diese Formel liefert für den Werth der Function $ in irgend einem inneren 
Punkte »(9, ©) ein Integral, unter weichem sich der gegebene Randwerth &, 
und der so eben durch eine Reihe dargestellte Ausdruck (? (41.) vorfindet: 
repräsentirt also die vollständige Lösung unseres Problemes (1.) für den hier 
betrachteten von der Niveau-Curve #=e begrenzten Raum. 
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Um das Resultat unserer Untersuchung übersehen zu können. müssen 
wir die Beziehung zu definiren suchen. welche die zur Lösung verwendeten 
Variablen 9, © zu dem hier betrachteten Raume besitzen: und. da 4%. ® von 
I abhäneen (12.). (13.). zu diesem Zweck auf die Beziehune zurückeehen. 
welche das Potential P zu unserem Raume besitzt. Wenn wir uns für einen 
Augenblick das centrale Linien-Segment gg’ in eine Niveau-Curve von un- 
endlich gerineer Breite und hierdurch den gegebenen Raum in einen rine- 
förmigen verwandelt denken, können wir V definiren als eine Polentialfunelion 
dieses leizteren Raumes. welche sowohl auf dem inneren Rande gg als auch 
auf dem äusseren Rande desselben eonstante Werthe besitzt: und welangeen 
hierdurch dann leicht zu folgender Darstellung des durch unsere Untersuchung 


oewonnenen Resultates: 


Ist ein Raum gegeben, der von irgend welcher geschlossenen und zur 
r- Are symmetrischen Curve begrenzt wird: 
| ist ferner eine Function V(x,y) bekannt, welche I) innerhalb dieses 
Raumes überall der Gleichung AV =V genügt: welche Il) sammt ihren 
| er ur. ö | 
Ableitungen u’ Du für alle Stellen des gegebenen Raumes, mit Aus- 
12.)  »ahme irgend eines der x- Axe angehörigen Segmentes, endlich ein- 
deutig und continuirlich bleibt: und welche endlich III) für dieses exr- 
ceptionelle Liniensegment einen conslanten und für die Randcurve eben- 


falls. aber einen anderen, constanten Werth besitzt: 





so lässt sich mit Hülfe dieser Function \) die Lösung des allgemeinen 
Problems (1.) für den gegebenen Raum vollständig darstellen: und zwar 


durch folgende Methode: 


„Man führe zwei Funetionen 9. ® ein. von welchen die erste mil | 
„auf lineäre Weise verbunden. die andere so beschaffen ist. dass 9--io von 
„e-iy auf monogene Weise abhängt: einerseits nämlich setze man in Bezug 
„auf 7: 
vv 
Pain an —, 
) "av 
u > 
. on 


„wo },, den constanten Werth vorstellt. welchen V auf dem exceptionellen 


„Segmente besitzt. wo ferner das im Nenner befindliche Integral über alle 
u” 
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„Elemente ds der Randeurve ausgedehnt ist und » die nach Aussen gerichtete 
„Normale dieser Curve repräsenüirt; andererseits nehme man für & diejenige 


„Function. welche den Gleichungen 








ou 0w 03 , 0 0 
0X oy Yy u 


„genügt und zugleich für einen der beiden Endpunkte jenes Segmentes Null wird: 

„man führe ferner an Stelle von x, y die Variablen 9, w als Coor- 
„dinaten ein [was immer möglich ist, weil x, y stets eindeutige Functionen 
„von 9, o sind]; und bezeichne die Coordinalten irgend eines inneren Punktes p 
„mit 3, @ selber, die Coordinaten irgend eines Randpunktes a mil c, w,, |wo 
„dann die 9-Coordinale e eine dem Rande angehörige Constante vorstellt. 
„deren Werth stels positie sein wird]. 

„Nennt man sodann 2, die gegebenen Werthe, welche die unbekannte 
„Funetion des Problemes (1.) in den Randpunkten « besitzt. so ist der Werth 
„dieser Funelion in irgend einem inneren Punkte p folgender: 


"ER 
D, u / do, 7(P D,. 


„wo n\'’ einen vollständig bekannten aus c, w,, I, w zusammengesetzten Aus- 
„druck vorstellt, nämlich denjenigen, welcher bei (41.) in Form einer unend- 
„lichen Reihe angegeben ist, und welcher später (bei (46.)) auch in ge- 


„schlossener Gestalt hingestellt werden wird.“ 





Die für 7,’ gefundene Reihe (41.) lässt sich summiren vermittelst 
der Jacobischen Function Z. Zu diesem Zwecke setze man: 

c+4=8S, w+w=0, 

c-4=D, w-w=J, rg 


Dadurch erhält die Reihe (41.) leicht folgende Gestalt: 





| Nn—X ers m ns NK e" D nt nl) 
j j n.. 
(43.) Ran? = 1-23 3° ————— cosnd — IF ———— C08N0. 
n—1 A | n—] q 49 


Da 9 für die centrale Curve gg’ Null ist, so wird (nach (23.)) innerhalb des 





vegebenen Raumes überall positiv bleiben, also auch der Randwerth 9=c 





positiv und mithin e”“=g ein ächter Bruch sein. Giebt man nun der ersten 
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Summe in (43.) die Gestalt: 


ei e nn. Oo. NL 1 e"> P n.N 
(44.) ZS)=3———cosnd=—-——- 5 - — COSnd 


n—iM g" 2 4 os wi n q' 4 
und bemerkt man. dass jedes Glied der hier unter dem Differentiations- Zeichen 
stehenden Summe in zwei Theile zerlegt werden kann 


13 


E’ | e ._ ns 


cosn(d-+iS) — cosn(d— 18) 
—— (08520 = nn 
n"— a”) IE nn Zt Be n(q"—q 
von welchen der eine die Grössen d, S nur in der Verbindune d--/8. der 
andere nur in der Verbindung d—i8S enthält; so ergiebt sich sofort. dass (I 


foleende Form haben muss: 


dich Ir Da S 
(45.) ) a5 ) 1 iS) -fi d—i S). 


\us (44.) und (45.) folgt gegenwärlig: 


) 
a nn 2 cosnd 
ER DE 


h f n q" J n 


o(*°) 


2f(0) = 274 H-F(q)- 


also (nach Fund. pag. 145): 


wo K, K’ diejenigen ganzen elliptischen Integrale sind. welche zu unserem 


„ächten Bruch e”“ —=g in der Beziehung stehen: 
ak 
q =. K 


und wo F(g) allein von g abhängt. Substituirt man diesen Werth von f{d 
in (45.) und bemerkt. dass F(g) bei der Differentiation nach S fortfällt, so 


) Kller r -) M. (k e =) 


eroiebt sich: 














(Z) — —— 
, Fr S 9(0).9 (0) 
d. ı. 
2 n BC ers — -nS$ ıK & Ö | ı8 R b Ö n = 
(45. ) 22 — cosnd a — ) - Z(K ——- )\ 
Aa PFr N ” ” 


Somit erhalten wir für unsere Reihe (43.) folgenden Ausdruck: 


| = . z(K = 
ne) 


(46.) Ann = 1— 





st 




















DD 
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Losung des Problemes (1.) für den von zwei Niveau-Curten des $.2 begrenzten ring- 
förmigen Raum. — Allgemeiner Satz über einen beliebigen ringförmigen Raum. (55.). 

Es soll gegenwärlig gezeiel werden, dass sich unser Problem /1.) 
‚uch lösen lässt für den ringförmigen Raum. welcher von zwei der in $&. 2 
hehandellen Niveau-Curven begrenzt wird. falls nur dieser Raum von den 
dor! supponirten Massen vollständig frei ist: also für denjenigen Raum, wel- 
eher in 2 und $.9 durchgängig mit (A) bezeichnet wurde. Da sich die 
hier einzuschlagende Methode der früheren Untersuchung enge anschliesst. so 
werde ieh meistentheils nur andeultend verfahren. 


' zu finden. bedienen wir uns wiederum 


Um die Greensche Funelion @,’ 

der in 7.) gegebenen Definition. Aehnlich wie früher nehmen wir für @{ 

Reihe. welche aus den bereits in (27.) aufeestellten einfachen Potential- 
funelionen des Raumes (/?) zusammengesetzt ist: setzen also: 

17.) 2709 = A'+b’I4+28((Ae"+Be”"") cosnw-+-(Ce"’+De"")sinnw). 
und müssen nun die hier vorhandenen Conslanten a Art bestimmen. dass 
der in 7.) angeeebenen Randbedinsung «enüet wird. Diese Randbedineune 
is! hier eine doppelte: 


rc (9) (i 
(47°.) , =L, und GG” =L,. 


wo nämlich g wieder das im Raume (RR) beliebig gewählte Centrum vorstellt. 
und 5b. 3 zwei variable Punkte sind. welche respective dem äusseren und 
inneren Rande angehören. Sind 4=e und %=y die Gleichungen der bei- 
den Randeurven. so stellen e und y zugleich die #-Coordinaten der Punkte 5b 
und 5 vor.  Bezeichnen wir die »-Coordinaten derselben mit », und w;, 


so erhalten wir aus (47 


s 2) ( ( ‘ w// IC —ne\ - (Ci MT We... \ 
272.0, = A+Bic+2.Z((Ae"”-+Be”")cosnw,-+ (Ce"+De”")sinnw,). 
Q | 
li (9) )ı ) ‘ u : a .' . N 

27.G; = A’+B’y+2. &((Ae"’+Be")cosn 0 ;+-(Ce"’+De” ?)sinnw;). 


Andererseils ergiebt sich für die in (47“.) enthaltenen Logarithmen durch 
Anwendung der Fourierschen Entwickelung: 
Ge, x = 
(rl, = F (1+2 3 cos | (0, —w,))L,.dw,, 
49.) 


[2nL, = #" (1-+2 Z cosn (0;—w,))L,.do, 


3 





o’» oo» 
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wo a, « (ebenso wie b, 9) zwei respective zum äusseren und inneren Rande 
gehörige Punkte vorstellen. Bestimmt man jetzt die Constanten A’, B", 4. 
B, C, D der Art, dass zwischen (48.) und (49.) die in (47°.) verlangte 
ec) 


(sleichheit stattfindet. und substituirt diese Werthe der Conslanten in (47.). 
ist die Entwickelung der Greenschen Function vollendet. Man erhält: 


PEN C Nn—X e Iny In 
\y-U u u kn A } 
\2n6G'% / et H2.2 — ——— 0082(Ww—0,)| L,.dw, 
. “ Al METE De Sat 
(UV.) - ' ER n— e"Y e’nc_ end : N 
r \— +2.38 — ———— cosn(w—w,)|L,. do. 
J de y nn e"' pn‘ e:"Y \ a \ 


Bezeichnet man nun (ähnlich wie in (39.)) die dem Centrum p entsprechende 
Randbelegung unseres Raumes (R') mit 7” do, und »(Pdw,, so ist (analog 
mit (40.)): 


i ei 27 2; 
531.) 0®= / do,nPL,,- / do,n®L,, 
u “ 


0 0) 
Demnach ergeben sich aus (50.) und (51.) für die eben genannte Randbe- 


leeung sofort folgende Formeln: 





(») du, \y—d | 5) Er ae 
1 00, = ne ee nn ED) Is 
Ar) \ 2rı Y —({ - N e" e*”7 e-" 
IL. J \ 
do, \ C— + = e"Y enc. end ' 
n\?’ do, ee ui DEN SORTE, 
’. E 2 ! C— ii e"3 pt e-"Y Ä \ 
= n—1 — / 


Hierdurch erhalten wir für unser Problem folgende Lösung: 
Sind ce und y die constanten Werthe,. welche 9 respective am äusseren 
' und inneren Rande des rineförmieen Raumes besitzt: sind ferner « 
und &, die ®-Coordinaten zweier auf dem äusseren und inneren 
Rande befindlichen Punkte: und sind endlich 2, und $, die gegebenen 
'Werthe, welche die unbekannte Function & des Problemes (1.) in den 
(93.) (eben genannten Punkten besitzt: so ist der Werth. welchen $ für 
irgend einen in dem ringförmigen Raume liegenden Punkt p(9, 
besitzt. folgender: 
b,— / "do, +f "don b,, 


0) 0 





wo 2,’, 7,’ die in (2.) angegebenen Ausdrücke vorstellen. 











oO PD h..: D 





360 Neumann, Integration der partiellen Differentialgleichung —— - = 
ox° oy’ 
Die Reihen (52.) lassen sich wieder mit Hülfe der Jacobischen Function 
/ durch geschlossene Ausdrücke darstellen. Setzt man nämlich zur Abkürzung: 
c—-—3=D. 0 .—-0—=0d, 


y-d= D, ©,-w=dl., 


ferner den ächten Bruch "7 = gq., und 


ıK'’ 


( / A A 


» findet man. mit Hülfe der früher abeeleiteten Formel (45°). leicht: 


‚ Zee, ih iD’ , ‚ö—-iDN) 
en Pan -_: ur at 2 —)—Z(K 7 N 
> d 5 4 
4.) | 
| ( FB ih Ö'- iD 0 —ıD 
ı). (P) 2 a ed | u 7 
Rn in ‚Z(K- Z(K )\ 


Die hier zur Lösung des Problemes (1.) benuizte Methode ist übrigens eineı 
bei Weitem allgeemeineren Anwendung fähie. Man kann dieselbe und zwar 
ohne irgend welche NModification sofort bei einem ringförmigen Raume ver- 
wenden. der von irgend zwei Nireau-ÜCurven begrenzt wird, mögen die Massen. 
durch deren Wirkung diese Nieeau-ÜCurven entstehen, beschaffen sein wie sie 
rollen. falls nur der betrachtete ringförmige Raum selber von ihnen frei ist. 
Kin Theil derselben kann also in der von dem inneren Rande begrenzten 
Fläche beliebig ausgebreitet sein. der andere Theil derselben beliebig aus- 
vehreitei sein in dem den äusseren Rand umgebenden Raume der Ebene 
Man eelanet auf diese Weise zu foleendem allvemeinen Satz: 
hann man für einen von zwei ganz beliebigen Curven begrenz- 
ten ringförmigen Raum das Problem (1. in dem Falle lösen, dass die 
an ltandwerthe constant, aber für den einen und den anderen 


Rand von verschiedener Grösse sind: so kann man das Problem auch 


- = 


I). 
‚dann lösen, wenn die Randwerthe ganz beliebig gegeben sind. 


| Die den beliebig gegebenen Randwerthen entsprechende Lösung P 
lasst sich nämlich vollständig darstellen vermittelst der den constanten 
Randıwerthen entsprechenden Lösung V. 

Da diese Function J. wie man sofort übersieht. ein Potential von Massen 

vepräsenlirt. welche ausserhalb des ringlörmigen Raumes liegen. so besitzen 


die dureh I = Const. dareestellten Randeurven in der Thal die zuvor an- 


oeoebene Eievenschali. Die Methode. deren man sich. wenn V bekannt ist. 


. 
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zur Ermittelung von D bedienen wird, ist daher, wie man leicht findet. 
folgende: 
„Man bilde aus V zwei andere Functlionen 9, & vermiltelst der Glei- 


„chuneen: 


oV 2 . ' 
„wo das Inlteoral / ds über den äusseren Rand (ds) auseedehnt. und darin 
5 ON 


„unter » die nach Aussen eerichtete Normale dieses Randes zu verstehen ist: 
„und wo der Anfaneswerth von & beliebie gewählt sein kann. 

„Man führe sodann 9, © an Stelle von x, y als Coordinaten ein: 
„und bezeichne die Coordinaten eines beliebigen Punktes » im Inneren. die 
„eines äusseren Randpunkles a und die eines inneren Randpunktes « respective 
„mit 9, o selber. mit e, ©, und mit 7, @,, |wo dann e, y Constante sein 
„werden. deren Dilferenz e—y immer pos. ist 

„Sind nın ?, und $, die beliebig gegebenen Randwerthe der unbe- 


I 


„kannten Funclion. so ist der Werth derselben für jeden inneren Punkt y 


nn N 
D / dın, Ti D, | / du, nt 'D , 


() (0) 


„dargestellt dureh: 


„wo 7’ und 7,” die vollständig bekannten aus ce, w,. Y. 0... 9. W zusam- 
„mengeselzten Ausdrücke vorstellen. welche bei (52.) als Reihen. bei (54. 


„in eeschlossener Gestalt aneeeeben sind.“ 


$. 9. 

Reduction der in Ermittelung der ‚„Greenschen Function“ (7.) bestehenden Fundamental- 
aufgabe auf eine noch einfachere (69.). Secundäre Formen für die Lösung des 
Problemes (1.). 

Ist im Punkte O eine Masse +1 des fingirten Fluidums concenlrirl, sind 
(ferner andere Massen M beliebig in der Ebene vertheilt, und bezeichnet man 
das Potential dieser Massen zusammengenommen in Bezug auf einen variablen 
Punkt x mit 9,, so lässt sich. wie ich gegenwärtig zeigen werde. unser 
Problem (1.) für den von einer Niveau-Curve 9, = Const. begrenzten Raum 
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AR) immer lösen. wenn der Punkt O innerhalb. die Massen M dagegen sämml- 
lich ausserhalb dieses Raumes liegen. — Die in $. 2 ‚ebenen Curven ver- 
wandeln sich in Curven der eben eenannten Art. wenn das dorliee Linien- 
segment gg unendlich klein gedacht wird: nach einer anderen Seite hin be- 
silzen aber die gegenwärtigen Curven auch wieder eine grössere Allgemeinheit. 
weil die m $. 2 angenommene Symmetrie der Massenvertheilung hier fortfällt. 

bezeichnet man den Abstand zwischen O und x mit o und das Potential 
der Massen M auf x mit W,, so ist: 

56.) 9, = loge+MW,. 

Nimmt man nun für .r irgend einen Punkt, der innerhalb des hier betrachteten 


Raumes (R) liegt. differentiirt sodann 9, nach der Normale » der durch 


\ 


sehenden Niveau-Curve. und integrirt endlich über alle Elemente ds dieser 


0% ‘olog o | oW 
/ u... eo ds = / —— - ds +f- Me ds, 
J On Rx on on 


so verschwindet das zweite Integral rechter Hand, weil W seiner Definition 


Curve: 








zufolge das Potential von Massen vorstellt. welche sämmtlich ausserhalb (R). 
mithin auch ausserhalb der Niveau-Curve (ds) liegen. Ausserdem erkennt 
man leicht. dass das erste Integral rechter Hand in seinem Werthe keine Aen- 
derung erleiden wird. wenn man darin die Integralionscurve (ds) mit einem 


um 0 beschriebenen Kreise vertauscht. Folglich wird: 


ur 
ww OL 2 ologo 
\ ı) Ä % J on ds — ii be a - an. 


0) 





vorausgesetzl. dass » die von Innen nach Aussen laufende Normale bezeichnet. 
Diese Formel ist analog mit der Gleichung J= 27 in (19.) $.2. 
Führt man ferner eine Function & ein, welche den Gleichungen 


0% 0W ca . 00 


1 
. =- mo “ ; u en. u 
OX oy oy Ox 





Fi. " 
wi 


genügt und einen beliebigen Anfangswerth besitzen kann, so ergiebt sich 


ähnlich wie in $.2) mit Rücksicht auf (57 


‚ j® besitzt in jedem Punkte des Raumes (AR) unendlich viele Werthe. 
! welche von einander aber nur um Vielfache von 21 verschieden sind. 





K oeD co’ 
Neumann, Integration der partiellen Differentialgleichung ——- -| ; 0. 369 
OX ey 
Um nun die möslichst einfachen Potentialfunetionen für unseren Raum 
Rt} aufzustellen. bemerken wir. dass nach der Definition von 9 die Werthe 
# 
‚ 09 vo Ewa \ i ein) BIT, h 
von 9, . — und also nach (57“.) auch die von s an allen Stellen 
Or oy COX oy 
dieses Raumes mit Ausnahme des Punktes O endlich. eindeulie und eonlinuir- 


lieh sind. im Punkte O aber unendlich werden. Die aus (56. entspringenden 


Formeln: 
e" + 0" e" m 
ee" od n' er ( J ‚ \ 
VIE N a’ 0 Bi J 
. . l _ nn nn. ( U . > 2 n - > n 
zeigen jedoch. dass e"’” und e"”—— ihre Endlichkeit im Punkte O nicht ver- 
2 
. » . .. . 113 ( 7 ii 
lieren falls » Il ist. Da dasselbe natürlich auch von e und nach (5% 
( Y 
( ( ü) o CWw r r n » 
also auch von e"””——. e"”—— oilt. so ereiebt sich sofort. dass 
OX ( Y 
F=-A' und F=e"(Acosnwo + Bsinnw 


Potentialfunctionen des Raumes (Zt) sind. wenn man darin unter » eine posilive 


oanze Zahl und unter A’, A, B wilikürliche Conslanten versteht. 


Durch geeienele Zusammenselzunge dieser Functionen F findet man nun 
vermittelst derselben Methode. welche früher angewendet wurde. für die dem 
Centrum p.9, 0) entsprechende Randbelegung unseres Raumes folgende Formel: 

dw, 


n I. 
>9. do. — -(1 L2E ed cosn(w, —w F 
| ar ! an u | 


wo ec. @, die Coordinaten eines beliebigen Randpunktes « vorstellen. und 
,'’do, die Masse bezeichnet. mit welcher das zu do, gehörige Randelemen! 


zu beleven ist. Mit Benutzung dieses Werthes von »‘?’ ist dann die Lösune 


D 


unseres Problemes (1.) dargestellt durch: 


"Z7ı 
0.) = f du, 


() 


Der Werth von 2°’ lässt sich übrigens leicht in geschlossener Gestalt dar- 


stellen. Man erhält aus (59.): 


dw, 1 — 29-0) 


» (p) 
61. ,\P’dw, = 


an 1— Re” cos(w— m,) + er U) 
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Wir selangen also hier zu folgendem Resultate: 
Führt man. um das Problem (1.) für die Niveau-Curve $=e zu 
‚lösen. an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten «x, y die Variable 4 
selber und die mit dieser durch die Gleichungen (57°) verbundene 
Variable » ein; bezeichnet man sodann die &-Coordinate irgend eines 
Randpunktes (d. i. auf der Curve = ce gelegenen Punkies) mit 


52.) und bezeichnet man endlich den gegebenen Werth. welchen die un- 


N 
) 


bekannte Funetion & des Problemes (1.) in diesem Punkie besitzt, mil 
so ist der Werth dieser Funetion in irgend einem inneren Punkle 


'q 


Ich 
5 di 
ip(9,o) folgender: 


. 


j® 


It | 2 (3 e)\ 
( W, 
j a 1 A 2eT COS Wu wW) 1 e: 4- C) 


U) 


Beiläufie bemerkt. liefert diese Formel sofort die Lösung für einen 
kreis. Setzt man nämlich die supponirten Massen M vleich Null. so ver- 
wandelt sich das hier betrachtete Niveau-Curven-System in ein System con- 
eenlrischer Kreise. Es verwandelt sich in diesem Fall 9% in logo, also e” in 
den Abstand o des variablen Punktes von O0, und & in den Winkel. welchen 


o mil einer festen Richtung einschliesst. 





Wichtie ist foleende Anwendung unserer Untersuchung. Wir wollen 
annehmen, bei einem beliebig gestalteten gegebenen Raume wäre die Greensche 
Funelion @ (T.) nicht für beliebige Lagen sondern nur für eine einzige Lage 
des Centrums g bekannt. Der Werth. welchen @' in einem variablen Punkte 
." besitzt. mag mit @\, ferner der Logarithmus des Abstandes ge mit L,, bezeich- 
nel sein. Alsdann ist @ (nach (7.)) das Potential von irgend welchen aus- 
serhalb des Raumes lievenden Massen H in Bezue auf den Punkt x: folelich 
L, r (1 
das Potential der äusseren Massen M, in Verbindung mit einer innerhalb R 
befindlichen nämlich in g eoncentrirten Masse +1. Beachtet man nun ausser- 
dem. dass nach der Definition der Greenschen Function (7.) L,,.= @ wird. 


sobald .r an eine Sielle des Randes rückt. dass also die Randeurve des voe- 


vcbenen Raumes (/R) dargestellt wird durch: 
L F (9 - (. 


IX 
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so ist klar, dass die Function ZL,.— @\” in Bezug auf den gegebenen Raum (Rt 
genau denselben Charakter besitzt. wie die zu Anfang dieses $. behandelte 
Funetion #. in Bezug auf den von der Niveau-Curve 9. = Const. umschlosse- 
nen Raum; dass also mit Hülfe der Funetion L,.— @\ die Lösung unseres 
Problemes (1) für den hier gegebenen Raum genau in derselben Weise be- 


werkstelligt werden kann. wie solches dort (in (62.)) mit Hülfe der Funetion 


+, für den Raum der Niveau-Curve 9, = Const auspelührt wurde. \lso: 
Ist bei irgend einem gegebenen Raume die Greensche Funetion GT. 
\vur für eine einzige Lage des Cenirums qg bekannt, für alle anderen 
63, "Lagen desselben aber unbekannt, so ist dieses bereits ausreichend. um 
die vollständige Lösung des Problemes (1.) für den gegebenen Kaum 
Fi erhalten. Man findet nämlich dieselbe alsdann durch folgende 
| Helhode: 


} 


„Man nehme dasjenige Centrum q, für welches @'” bekannt ist. zum Anf: 
„punkte der Coordinaten x, 9, bezeichne den Werth dieser Function @"’ in 
„irgend einem Punkte (r, y) mit @'” (x, y). und führe dann zwei nene Funclio- 
„nen 4, & ein vermillelst der Gleichungen: 

ou vw U CO 


3 —= logo ' + —G(x,Yy). i 
. u, OX oy oy oa 


„Bedient man sich nun der Variablen 9. & als Coordinaten an Stelle von 


„te. Yy, |wo alsdann die $-Coordinale für sämmtliche Randpunkte Null sein 


„wird !. bezeichnet ferner die »-Voordinate irgend eines Randpunktes «a mil 
„o,. und den gegebenen Werth. weichen die unbekannte Funetion > des 
„Problemes (1.) in @ besitzt. mit 2,: so ist der Werth dieser Funelion für 


„jeden beliebigen inneren Punkt »(9, @) dargestelit dureh: 


2 | in. j e’Y’ \G@,; 
#7) db 
u y “r „ 5.4 h I 
' “TIL: 1 “er COS\ W u) —f 


Es eehl hieraus hervor. dass man. wenn die Lösune unseres Pro- 
blemes (1.) für irgend einen Raum »„efunden ist. aus dieser Lösung noch un- 


endlich viele andere secundäre Lösungen ableilen kann. welche sieh von der 


ursprünglichen natürlich nur durch eine andere Form unterscheiden werden. 


In der That wird man. sobald eine Meihode zur Lösune bekannt ist. ver- 


mittelst derselben auch die irgend einem Üenlrum q entsprechende Greensche 
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Funetion @'* bilden können, sodann die eben angegebene auf der Kenntniss 
von. (@'” basirende Methode in Anwendung bringen können. und durch diese 
zu einer neuen Form der Lösung selangen. 

Der wesentliche Unterschied zwischen diesen verschiedenen Formen 
der Lösung besteht in der Verschiedenheit der darin enthaltenen Coordinaten- 
sysieme Hat man z. B. beim Kreise die Lösung unseres Problemes (1.) 
dureh Anwendung von Polar-Coordinaten d. h. durch Anwendung eines 
Systems concenlrischer Kreise und eines durch das Centrum gehenden Linien- 
systems bewerkstelligt: und geht sodann in der eben angegebenen Weise zu 
einer seeundären Lösungs- Methode über, so findet man. dass die hierbei in 
Anwendung kommenden Coordinaten (9, @) zwei orthogonalen Kreissystemen 
zusehören. Die Kreise des einen Systems laufen um das im Inneren des 
Kreises willkürlich sewählte der seceundären Lösune zu Grunde eeleele 
Centrum qg herum, umschliessen dieses zuerst eng dann aus grösserer und 
orösserer Entfernung. bis sie zuletzt in die Peripherie des gegebenen Kreises 
übereehen. Daraus ereiebt sich. beiläufie bemerkt. dass die seeundäre Me- 
!hode hier beim Kreise zur Lösung unseres Problemes (1.) für einen neuen 
Raum führt. nämlich für den von zwei nicht concentrischen Kreisen begrenz- 
ten ringförmigen Raum. Zu einem analogen Resultate gelangt man vermittels! 


der seeundären Lösungs- Methode bei jedem anderen gegebenen Raume. 


Halle. im Mai 1861 
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Sur quelgues formules generales dans le caleul 
des operations. 
(Par M. Spottiswoode & Londres. ) 


Dans un memoire qui vient de paraitre dans les Philosophical Traus- 


«etions de Londres jai developpe la theorie du symbole operatif 


d dd 
Ya dy ’ 
et jv ai ajoute quelques formules relatives au symbole plus general: 
dd Be _ 
Ci, de, Aue, de, 


Je me propose dindiquer dans les pages suivanles la methode par laquelle 
je suis arrive aux formules dont il s’agit. 

Soil ö,. %. ... une permulation quelconque de la serie 1. 2. el 
representons celte permulalion par l'equation symbolique 


br FR a FE. 


De la mıeme maniere une seeconde permulation queleonque P; de la serie 4. %- 
sera represente par j;» ji. -..,. Ou. plus simplement., par ji. Ja, -.. ee qu 
sera une permulation nouvelle de la serie primitive 1, 2,.... Eerivons dune 


mamiere symbolique 
Bi AA.) 


Flut) = A >) 
ou dune facon plus abregee 
ne Fr:. 
Cette nolation pourra elre elendue A un nombre queleonque de permulalions 


employees successivement. 








Soient x,. 2%. ... des variables queleonques:; et soit 
u. d 
at. +" 
’ 1 de, 2 de, 

B\,; ee _ 
ü — T; 7 2: -— Zr: 
) & de, I: de, 
d' d' 
Bay rs, 
® 1 dx, et. de, 
d’ d' 
NEED. ENGER AR 
J Ji de, J dx, 
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, d' d' R R Ben 
Les nolalions ———. — qui se trouvent dans D;, D,, ... signifient que 
dr dr, = 


l 
les «differentialions dent il sagil. sexeculent bien sur les fonctions que Yon 
est abstenu d’eerire et auxquelles sappliquent les operations D;,. D. .... 
mais que ces dilferentialions ne sexeeutent point sur les variables ,. ©. 


en tant qwelles entrent explieitement comme coeflieients dans les expressions 


' SER > d d j 
D.. D,. .... Au contraire les differentiations —. ——. ... qui se lrouven! 
dr, de, 
dans 352 5.2... Sexeeutent indistinetement. Cela pose on trouve 
D;D; :\V,; Fe 
D,D.D, kV VE Van Ve V; Van VrVat Veit Va 
D,D,D;D 1 Va VyVG 1 Vz; V3— Vr VyVi—VıV, 

IVYy Vi IVYjVYk IK Vi 
My vi yYlkı lji I Yj 
yYiTvYiVYm kYjli I Vai 
} lı I hr l} Je 
PT 7 a Va 7 17 


el ainsi de suite pour un nombre quelconque de D’s et de /’s. IHva des 
cas parlieuliers dans lesquels ces expressions prennent une forme plus svm- 
melrique. Si les permutations salisiont a la seconde equalion du systeme. 
FEM=SFRD ’ Par, Fi ein, 
le groupe 245» 45» »y; Pourra elre remplace par le groupe vyj2 virs vi 
Jans lequel les indices se trouvent rang6s selon lFordre eyelique. Si les per- 
mulalions salisfonl a la premiere et A la lroisieme &@quation du systeme 6erit. 
ie groupe dont il sagil pourra au conlraire elre remplace par le groupe 
ji» ee Si de plus les permutalions satisfont a la premiere equalion 

du systeme 

Pii(j,k)} = Pi(j, Mi}, 

Pljck,ö)} = Pf(k,ö)j}. 

PikG,D} = PiGs)Rl. 
|expression pour D,D,D; secerira de la maniere, suivante: 

— V; Vu V;Va—Vr\ stRN\ ki 


ou de celle-ci: 


I \ Er EV RTV m VraVotrV 
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selon que ou la seconde, ou la premiere el la troisieme condition du premier 


systeme auront lieu. Si la seconde et la troisieme condition du second svy- 


steme sont remplies, Ja m&öme expression prend Vune ou lautre des formes 


Y. 
7 ! / q vi u 
ou 
: . 1% 
er. VG; Yo; 4 v wi ; , I \ 


Dans le cas de D,D,D,.D, il serait presque necessaire de particulariser les 
conditions auxquelles on assujettit les permutations. 
En revenant au cas de DD;,, on etablit immediatement le systeme 


quadratique 


D: a 
DD 
D' Fi 
et on en compose la relation plus generale 
(abe)\(D,V,) = (abe)(V,V, abe 
dans laquelle 
(abe)(V,V,) = aVa+25V.,+cVa. 


Ne perdons pas de vue d’ailleurs que dans une &qualion quelconque que Von 
ecrit les svmboles j, ö devront toujours suivre le meme ordre dans les deux 
parties de l’equation. 


Pour le troisieme desre on trouve 


D’ = V;—-3V,Va+RV,;: 
DD, = V;V;,—-VaV—RV,V;+RV, 
VV,V, Ren 2 
> ’ .— ? ii ı 2 ! 
d’ou Von tire le systeme cubique . 
D’: = V;—3V,VatRV;; 
3D:D, = V;V,+V,V,V;+V;V; 
— Va —V,V,-V,V,—2 a—rV,V,—2 R 
F2V.;+2V „+23V,., 
3D,D: = V VR+V,V,V,+V?V, 
— Va V—V Ve Va RV Va—2V V3—RV V, 
+RV a +2V,,+2V,.;, 


. u le ri 
D: =— 7 u V;v „+2 ’;3=» 
Journal für Mathematik Bd. LIX. Heft 4. 47 








—- 
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Or 
abe‘ vi) = aV; +b(V,V,4+%V,)+eV;, 
abed\ a 
av: +-b(V’V,- VPE EEE, RT ATZE 
abed)(V,Vv.)(V,;V;) 
A a h 2 * ; 
abed)l., ZUR 
— 4Va Ho(V„V;+V,v;+VaV)+telV3V; +V,VitVa 
abed 
7 bh RANpEe a)telVat+VatVa)tdVs 
dou 
abed\\D.D,) 
abed 2 abed ;) — abed \( FAR y 
equation que lon peut ecrire symboliquement ainsi: 
abced\(D.D,;” = (abed)( (VV,; | 0 
; (v,;V, 2 


En se bornant au cas de deux facteurs operalils, on a les formules suivantes: 


D D 


u: FF PER Er 


.D,)—2e 


[ 7 


abed (D,D,) = aD. D’+b(V,D.+7,D.- 
‚D’—-2b(V;,D.+V,; 


—28\ 


\DDY—2/abed 


= (abed 
de meme: 
abede\D;D,* = (abede)\ ., 


et pour le »""" deere: 


ab...(D;D;)" ab... D.D,!— 
ou 
(ab...\D;D ab... (V;V; 1 0 
j 2 
J ] I 
3 12 
} 2 \ J Z \ 7 i 


;‚D;- 


7’T4D,D,), 


D;,D)’—3(abede\V;“. 


V.D.)+dV 


D: 


7,D.+V'D,) 


—2d !,D: 


rn 


D,D,) 


I/\ 7 


n—1)(ab...)(/,;,v,)(D,D;)"" 


ee :) 
0 
0 |. 
z 
| 
4 —oN\| 
I Yı)l 
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Pour montrer que la m&@me loi a lieu dans le cas de plusieurs facleurs op£eratifs. 
introduisons un troisieme facteur D,;: el. pour abreger les formules,. nous 
n’ecrivons que les indices. de sorle que dans les caleuls suivanis on eerira 
ijk au lieu de 2; 05032 ijhk au lieu de .;.,.;0ou v;,.,: et ainsi de suite 
Cela pose on aura 
D,D.D; = kji—-kji— ji —kji --Kjü--jki 
— ji—jki—kji jhit+jkitkji 
= U ijk jüeh ijh ik ji h 
= ij Rij—ik yHRT HRT 
= ikj—ikj—kij—ihj +Hikj; + Kij 
jk—jik—ijE — ji +jih+ijh 


d’ou l’on tire le systeme cubique 


ie 


6D,D.D, kji-+jki--ijkrkij-thj-jil 
kKji—jki—Rihj —Riji 
ik kij—2jih —2jhi 


jük ijh 2 hji 2 hi ij 


2 Kje+jki-Hijk-- Ki; t+ihj; --jeh 
3DiD; = BjthjktjB Hagen 

kj kjk jkj —%(j k kjk Jr 
3D,D! = ky-+jkj+jh+R2 (kJ hy -+j 


ShjKjhjjrkkj ak ajje). 


3D:D, = Ük-+iki+kö+2 DE -tikhi + 
U Hi Hi), 
3D.D; = ik’+hkik+kKi+2 (RT RU + ki 
— kKri—kik—ikk— 2(ik" Kiki 
3D:D; = ji Hjij+ij +2 (jiHjijtij 
HJ I-2HNT HI 
3D.D; = je +iji—tj+2 IU-+Hije-+i) 
ji -jüuü—2 (ji Hije Hii)). 
D: = P-3k? 226°, 
D; = ’-3jj’ +25”, 
D’ = ?—- ii’ U”. 


— MM 
ch 
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Or 
(abeffiggihhe)\ijk)@j'k') 
akk"—+bjj’-+-eii” 
HH HPA HR) 
RT HR + RU) + g (ki? + ih’ + ii’) 
h(kj + jky-+jjk)+h,(ih” + kjk'4-kk'j') 
+e(ijK+ikj +jkKi-+jeh'+kij + kji) 
dou 
REN e\(D, D,D, 


- 
" fr . In 


= (ab...)V V;V)> —2(ab...)(Q BVAvANy? Y;V;) 

/ \ > x 2) , x ii r Br Iu—! 13 
u (ab... Yk Vz; vi) (Vak V; V)+R(ab...)(V,V;V;) 

et comme les formules. que nous avons elablies dans le cas de deux facteurs 
operatils D,D;, peuvent s’etendre au cas de trois,. on econclut qu’en general 


on a Ja formule 


/ \/ \n __/ 73 ö f \ 
(ab... ..D;D; = (ab...) lv. ;) | 0 4 0 ) 
/ f Ar. f ; ‘ 

J 2) \ J ;) 2 ’ 0 | 
f '\3 wir‘. Bi 

J I ( ji Yiı) ( J ;) 0 | 

| > . . . . . . [) . ” [7 . u = “ . | 

: n \n—l / \n—2 ( ig \| 

\ Frz \ uw ;’Yi) eVjYi)) 





Pour calceuler l'effet des operations ; sur une fonction donnde, soil 


proposee la suivante 
EW i6 2,5 er 7 


dans laquelle (192%...) ala une seule quantite, et ou l’on a 


++ m. 
Cela pose on trouve 
’ a, +1 
. </44, 94, \)r e—l BE gut 
zu u \ l . a is I; « 2 ... i, 
u a, +] 
+0 DE ah 05: er 5 RUE 
tl, 


N „ae. —] 

= Fe RR...) 
if 

+1) (14 24 tt..." ,..) 





| „a, „@ 
+ ee ‚I A) 
\ d d d “ d | 
Bun ’ de da ’ - de, de au @, @, @, 
— EI, +Hl)e““ “+(&,+1)e ee (RE, )a a... 









Spottiswoode, sur quelques formules du caleul des operations. 


De la mäme maniere on s’eleve aux formules plus eenerales 





d d P 
) © on / N N le. la; / ı o9« 14 4 
TU — > 2 (a, I)e , Pe; ,. Pl vB 
et 
d d d d | 
F | En. Sn ’. N Ko de; . | ' de, “e;. Saar u u Pr 
= ij“ „uU B;. =(d+ Je . — 0,7 Je (A 2 + )Uı 9 ... 


ou il est toujours essenliel de conserver inalter& lordre des multiplieations. 


Considerons le cas oü les symboles de simple differentiatlion sont mul- 


tiplies par des fonctions lineares des variables. Soien! 


I ) » | an a » +) » | 
%ı = u Fı TPuFr To Un Ant, TPpnFıT' **° 
td = ba + Pant, ea tßatı tt, 
d d 
lu + Un -— + 
A u. de, ” dx, 
B  _ we: . 
, = Yo ] zn 
de, de, 
Alors 
D;D, = Vı—1(0,0% rn -] (0, Aa tßuß -)E *. 
Ir — Va vı Cat Pu®nTt)L TC Pa TPpu 2 #2 2 
de, 
d 
/ ' , N \ n i f M) .) 2 \ » ! 
— (ep tPatat)aıt (en Pa rPRrPRTr)K "22 
de, 


—— 0 0 ® 


Or, les coeflicients des x sont tous compris dans le produit 


2 
ID 
» 


| | A) 
Kir 1/65, Pı 


ud 
Pa Par P* ||@r Pr En J 


et les termes de chaque ligne et de chaque colonne correspondent de sorte 
qu’en posant 


(a 5b ...\amı...)yyı...) = (ac+ba,+--)y 


Hiaac+ b,x, + +)%ı 


a, b, 
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on peul ecrire 
\Y vd d 


D;D, Pas 0” ee: ie ee DERTBES m ) 
Paı Pa 2 Pi: | | 
De la meme maniere on trouve 
, % voıd \ 
D,;,D.D, = v3 vr. ch O3 ...10@ı Pa ++» \FıTı..-Arz 2") /. 
7 Su Ge) ee ® | 2. 


) \/ Ye d \ 
n /7 Ir,r If ni einen 
2 U;] U.32 Or va j’u a Fr ar dr dr ) 


> m) 2 
Pa Par On Pr | 
es 
ie l 104 ) saE Bi Bi Hin Io o.. X E E .) 
ex 5 d IN “ I\dx, lc, 
> > ) ” 
a “ y & 
Pa #2 | An 


e *  : 
Ks aa a a e Ba - ABB. en ] > 
\ > > - IN - 5 d.r, da, 


- - | - - II - 
31 Par -+--||Pı Pr ---||4n Pr 


En se servanl d’une notalion svmbolique dont la significalion es! manifeste. 


on peut meltre cette expression sous la forme 


rs vaWwg EIER UETTIVEVZ /3 Va VıtRV;V: 1’ 


kn 
’ 

’ 
» 
[3 
—_—- 
ge) 
n 
Ben ne 


Relalivement aux produits symboliques 3 .>. 


essenliel de se souvenir que quand on forme les produits de döterm inants tels 
que le suivanl 
I Rp ...)0ı Rn ...|)Cı m 


’) ) > 
j?31 [?32 ...| j21 Par ... j?ıı CU 


les lienes verticales doivent remplacer les lignes horizontales et vice versa 


dans le dernier determinant de chaque produit. De plus. si l'on convient 


de remplacer dans le developpement des produits chaque terme de la forme 





Jr 


DU 
-_— 


iv] 
” 
— 
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ı par le suivant ., v3 1. on peut &erire 


D,D;,D, ss Va Vs 


Cette derniere formule peut aussi etre deduite de celle pour D,D, et de la con- 
sideration que (D;,. D,, D,, elant des symboles analogues a 5, ..,. .,) ona 


D.D.D, — .,D,D,— D,D,D,—D,D,D, 


"a Wi 2 v1 3 2 l ? L, ; ? 1 ) L)* 


De la meme maniere on {rouve aussi 


D.D,D,D, — .,D,D,D,—-D,D,D,D,— D,D,D,D,— D,D,D,D\ 


‘Va|v3 DVB VE VE ET URL VS > 4 EEE 1 
' 2 N 3 2 | v3 | 
> 4 l > l ) l | > 1 
- r } 4 
4 3 2 L| 
| 
4 3 ? us 
| | 
4 3 2 n 


et en general 
B,D,_ DD, 


= V.D..: DD - BD. B...:DD— --- DD... Ar - DB, HA 


- ...— 
n 1 . er) ve. ru vn nn 1 ‘nn es l ’n Nn- 1 ‘nn AA. 1 


| 
| | 
1 ı—? 1; n—1 —2 1 n—1 | 
I 
| 
| | | | 
a Wii Wu ae ae TrT e ee Vu | 
— ? n—l 1 | 
| 
—1 l | 
F7 
[3 * . | 
N 1 | 


On peut aussi comme dans le cas de deux variables determiner les 


expressions pour les ope@rations de la forıne 
Im 
(i 


PR WE Me — 
a . amr au... 
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ou 
s = oc+ßPy-+---, 
m= p+4q 
| d d 
c. ad. les caleuler en termes de ir ra Ir u ass Mais. en egard a mon 
r. 


memoire ei-dessus cite, il suffira de rappeler les formules sans les demontrer. 


Dans le cas de trois variables et de trois fonelions s on a: 


d’ 
dd ydz 


d d ( 2 27.) da f a (s,- Fe ö 
dx ( day Ph) 92 m. Tr (5 . 7.6 “ 2P.) 
d d d a ' d )(s: u 
Ay (si A 4 )(® de 2a.) My (a4 de * gr 27. 
_® )(s hl ® 3 EWR. ( _ 1) “ ) 
(si de M1/\9 dy 2.) TI N Tr Pı)\8 dx ©“ 


058,8; 


. 2 d 

| = A) + (845 20 )(e: “ Be) 

r d \/ d N d (s- ) d 
a WE. 5 N u. - 
| (5 d.c 20 )(8: dy 9) ie (1 20.) f 7 
\ 

/ 


TORE IRR VL OR EB WR BER AR BER SA ARE HEN 3 
-I ©. - - — Sl, Ss —— —/ Ss, - -_ 2» — - _— s ——. 
92 23 dy a TR Fr r m dz 


Lorsque s, $s;, 5; ne sont plus des foneltions lineaires mais des fonctions quel- 
| 19 I 


conques de x, y, > on a la formule plus generale 


6 d’ 
N d.r dy dz 


ı ( ‚dd 09 ds 3 RB | ds, )s, d (1,4 sd te  ds,\, d 
N de" de ” dy/ dr! u de d. r- Par 
d 2 ds, ") d,\ d  / d ads \/. d ds d 
er “ = “ u 
f. I _9o4 (s- ds N Re: da 9 ds, 2) (5, — 2 =.) d 
TR ir "de h) Fra dy )si ds  \r ae er * rn dy u 


Je prends pour exemple de la theorie precedente le cas de trois 


variables ı, y, 2. 
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Son 


Au lieu de P;, syvmbole de lune queleonque des permutations. j’eeris. 


p 
F; 
p 
P; 
p 


P, 
’ d 
ET, 
n d 
ET, 

d 
. da 
d 
J dx 

d 
Y dx 

d 
"0 


Y 


I 


y. 
A, 
> 


[A 


( / Y 
d 

dy 
( / 


du 


PR 


.W; 


37 
d 
a dz 
dd 
Y —_ 
(iS 
d 
u dz 
d 
Pa) dz [2 
d 
4 
dz 
d 
Y dz 
pour 


abreger, le seul indiee ‘, alors la composilion des permulalions s’exprimera 


par les equalions symboliques: 


2 
23 
32 
14 
41 
15 


au 


Ei 


dou 
D;: —-V DB 


D,D; 


DB;=\V,V, 


ae 
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D,D, 


D,D, 


.„ Heft. 


31 
13 
24 
42 
P. 
52 


0 


0 


12 
21 
34 
43 
3.) 


33 


DD; l > “+ 


BY, 


1S 
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DD, = 


De la on deduit 


Pour le 
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3=)9 
|=1 
2=2 
Ii=2 
2=9 
3— 1 
I=3 
2—=1 
3=2 
—=4 
> l 
92 
n > 


u 


h) 

0 
K—, 
>—=V% 
3=% 


3 


- * [2 


— 


2 ı 


—=-Vı DB,= 


D,D;= V,V, 


rs 


’& .. 


abedefghfi uf gl» k,(D,D;D,D,D,)' 
abedefgyhfiyhf gl; k 


| > 


= 
wg‘ I u] — wre muen 


= Ju 
zz vw som - 
ww -— 1 


iv 
m | . .e. 
1 By — DR mr. ie iD 
I u 1} 1} ty R 


r— = wi 


| 


-- 
ww 


' . u N Eh 
u ME OD je 


N -—.— 


) 
- A en An r 
-— ur Bwez — m ud 


> 
+)> 
- 


dad 


-(ı 


(hy 


f 


iroisieme ordre on !rouve 


2 


Zu © 
u 


m m De RD 
STE ST | 
und iv in 


P7 
u! 
ru 
——— 


324 
534 
125 
131 
112 
5833 
>31 
>12 
312 


St nenn wenn [PER — iD 
. dag - r in in In 
.. . 


DM I ED 


-b 
Hhı+gp- 
Re 
gi 
y1 
h 


$ 


... 
u u 


u 


Er id nn 


0 
0 


- 0 


ww 


-( 


h,- 


fa 


.. 
rw 


\2 
’ l . > ’ 3 ’& s) 


2 )Vi 
f2 , 


h P 
-d, 


- - . 
ww. Ow 
I 


I 


or Im Änm japan [ER 


e ) va 


-—— 
Le 
— 
. 
u! 
ne 
| 


:2 323=1 
:3 131=2 
ı: 9 a3 
SZ 141 =5 
u u 
4 343=5 
:> 3191 | 
> 252 | 
5 353 N 
> Be 
2» 18 =1 
| „u 3 
1 4 = 3 
5 


Pe 
Bye 
= [2 2 
ww On 2 e- 
- > 2 
verrn -. Erw. | 


() | 0) 
u 12 =0 
 253=5 
ı| 351=5 
:4 15923=5 
| Ins 


1 SEE EEE 


DD Wr DU DT DT DS 





ww —& 


—\ u ee 
er nz Ne 
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Introduisons des siones abreges pour les coellhieients de manliere que le lettre 
qui forme la seconde partie d’une queleonque des equations eci-dessous &erites 


soit le coelficient de expression qui en forme la premiere partie: 


| d 2 b ‘) ( | d ) e 
23 f 1 4 2 h 
2 fi 31 4, 12 h, 
1-4 / 24 m 34 7 
14 !, 24 m 34 2 
2 99: PR 
1:5 p 3 7 2 } 
15 rn = r, 


Il5 —s 245 = 1 315 u 
ee Bat 124 7a 


235 = rn 5 125 =W 


on aura, apres loules reductions 


(abedefghfighlmanlmn,pgrpigristus hs home | D,D,D.D,D.' 


— a©°+(c+d-3u 3u)y —(b+e- 34 Pag )S 
+3 (fit m +r+k+Ru+?2s)ya+s(f+m-rn- k+2t-+2s yz | 


-3(hh+ptRu)s c+s(h+p)3xX . BE. 
HKslmt+laey+stg rl rt)aey | | 

+6(s +, +b+v)cy2 

Hirt thats) ey tmrh)e 

+ (f+2h-+2t+2u4 2u,)y a4 (a+ 21 +p-+k-+2s+2s,+20)y2° | 
+(d+29+h-+142n +2. +m + 2u+ run +2t)3°x 

+(c+2n-+?Rr+r, +2k+2s+21+2s, +2: +2. +20) 32°” 3 e Re TOR 


dy’ ds 
+(e+2f+9+23g9+r+pı+?r, + 21425, +26)2y 
b+-m+R2q +2: +24 Rre)ay 


+2 (hi + t+htm+m +p+p +h+s-un+th+u ++ b)ey2 


18 * 
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-s+h ++ x” t+ru Fe2+o)y- (u+sı+b -v) 2" 
Hfhtmt+uhtHHh+gtnt+hk+rstuts+htbtu)y'2 


+g9-+h- 
FQtitı+m- 


L7, 


n+n,+p-+pı+K: 


| N l Yı | k, | 


PAıtPp+Pp: 


rg+ 
-(f 
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— (24H 2p+m+g4+s 42h +42) Vi Va— (I+p+2m+2g- HEt+Rs+t,) Va V; 
— (2h+2p.+2gı 4m +nı+t+u+20)V, V4— (h+p+2m,- ale Auto) V,V, 


Br 142g in. htst2e) Vu (f+huh+?2 L+g1+2n,+2u+2s--e) ı Va 
At tm+2r, +2e+s+t+2g) V3 Va— (fit2h+2m, +rı-t0+2s +24 9) V; 

— (2g,+2h+2. +q4+rı+t+u4+ 20) VıVYs—(gthrltr2g+2r +2t42u+e) V,V, 
(2f+Rh+pı+?m tr t+u+s-+20) Va Vs — (fHltıtR2pı tm +2r, +2u+2s40 
Ag+p+gq+2m, +2fits+t+20) V3 V,—-(g+ Rp +qtnı+ fit 2s+ 214-0) 


.. 


—3(d+e+s +h tum tn +b-+%) Va Vs 
"2 (d+e+3s.+9h +30 +34 36 + 3u,) 
H-2(a+f+fi+?2g9+ Rh, +1 
H2(lb-+H2fı +9 + ı hl Fa+p+g-+r-+s+4A--u+?2o 
-2(ce+2f+2g+h+hh+ 1 
-2 (2, + 2m + rn +p + tn ts ++ +2 + 24 2u,) V; 


Pa-+p+g+r+4s-+t-+u+Re)V, 


I all, 1 m, ' lt; 2pı ] 2q N 2r, I 28, | 2t, 2u, S) ; | 24 
Londres. 1861. 
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Ueber eine Klasse auf einander abwiıckelbarer 
Flächen. 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


I, der Theorie der krummen Flächen ist. wie es scheint. den Flächen 
zu Theil 


der Krümmungsmiltelpunkte nur eine geringe Aufmerksamkeit oC- 


Die Bemerkung jedoch, dass die abwickelbare Fläche. welche durch 


worden. 
die länos einer Krümmuneslinie einer gevebenen Fläche errichteten Normalen 
gebildet wird, die entsprechende Fläche der Krümmungsmittelpunkte in einer 
oeodätischen Linie schneidet. enthält. wenn wir nicht irren. die wesentlichste 
Kisenschaft dieser Flächen. Ihre weitere Verfolgung. mit Rücksicht auf einige 
von Ganss in den: „Disquisiliones generales eirca superlicies curvas* gegebene 
Theoreme, führt zu dem Salze, dass die Flächen der Krümmungsmittelpunkte 
derjenigen Flächen, bei denen in jedem Punkie der eine Hauptkrümmungs- 
radius allein durch den anderen bestimmt ist. abeeschlossene Klassen auf einan- 
der abwickelbarer Flächen bilden. Dieser Satz. der mit der Theorie der auf 
Rotalionsllächen abwickelbaren Flächen im innigsien Zusammenhange steht, 
ist es. weleher den Geeenstand der folgenden Mittheilune bildet. 

Ist der Lauf einer krummen Oberfläche in der Art gegeben. dass die 
Coordinaten x, y. 3 eines Punktes derselben bestimmt! sind durch die Werthe 
zweier unabhängigen Variablen » und q, und bezeichnen X, Y, Z die Cosinus 
der Richtung der Normalen im Punkte \r. y, 2). so genügen diese Grössen 


den Gleichungen: 


in IE ON . 0% 
A—tF—.12- 0. 
op cp op 
. Or OU .. 0 
X —— +1 —- +2 — 0, 
oq O4 og R 
 % Y’ 25 | 
Es ist vortheilhaft dieselben in die foloende Form zu brinsen: 
or oN 0oÄX or oNX 0X 
M—- + N —., u 
' op ev» ( d ( q up ( 4 
‚an ıoı co} ‚oJ } 
a DE 
‚ cp op o4 od cp og 
02 07 .of 02 ei’ ;o: 
| & - M - , ge Sr an ae 
op op od vq op og 
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von welchen Gleichungen nach passender Bestimmung der Grössen M, WM’, N, N’ 
aus vier dazu geeigneten die zwei übrigen eine Folge der früheren sind *). 

Sind (r.y,z) und (r+-dx, y-+dy, z-+dz) zwei unendlich nahe Punkte 
der krummen Fläche, welche derselben Krümmuneslinie aneehören. und messen 
dX, dY, dZ die Unterschiede der Cosinus der Riechtune der Normalen für 
beide Punkte. so bestehen bekanntlich die Gleiehunsen: 


2.) de=odÄ, dy=odY, ds= odZ, 


in denen o den Hauptkrümmungsradius bezeichnet, welcher dem durch (x, y. z) 
und (@+dr,. y-+dy, 3-+ ds) geführten Normalschnitte angehört: Gleichungen. 
die die Differentialeleichung der Krümmuneslinien vertreten. 

Eine Vergleichung dieser Gleichungen mit (1.) zeiel. dass die Dif- 
ferentialgleichung der Krümmungslinien in den Variablen »p und 4 erhalten 
wird durch Elimination von o aus den Gleichungen 

Mdp-- MM dg odp, 
Ndp-+- N'dg odq, 
und dass ferner o bestimmt wird durch die quadratische Gleichung : 


M—» a 
\ ı =. 
\V N'—o! 


Bezeichnet man die Hauptkrümmungsradien,. welche dem durch die Werthe 
von p und 4 bestimmten Punkte der betrachteten Oberfläche angehören, durch 
o und 0. so wird: 

\o+o' M+N'. 

I oo UN—M'N. 
Aus diesen Beziehungen geht zugleich hervor, dass die Differentialquolienten 
der Coordinaten einer auf eine Ebene abwiekelbaren Fläche nicht in die Form 
der Gleichungen {1.) sesetzt werden können. in welcher die Grössen M und 
N im Allgemeinen endlich vorausgesetzt sind. 


”) Die wirkliche Darstellung der Grössen M, M', N, N’ ist für das Folgende 
entbehrlich. Kine leichte kechnung ere] ht, wenn man sich der von Gauss eiInge- 
führten Bezeichnungen bedient: 

D"E—D'F | DE-+-DF — 
MH r ET \ EG — FF, \ — 2 | EG FF, 
DD ID DD D'D 
—D'G D"F DG D'F 


EEE !! fr FF \ ! G i " Al 
pw opp il Fl 


} ! 
M DD" — D'D' 
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Die Variablen » und g bestimmen auf der vorgelegten Fläche zwei 
Systeme von Curven, in der Art, dass für das eine nur p, für das andere 
nur q veränderlich ist. Wir wählen für das Folgende diese Variablen so, 
dass dem ersten Systeme eine Schaar von Krümmungslinien enispreche. dem 
zweiten aber die Schaar derjenigen Curven, für welche der Hauptkrümmungs- 
radius, der dem gewählten Systeme von Krümmungslinien angehört, unver- 
ändert bleibt. Diesen Forderungen geschieht Genüge, wenn man die Variableg 
aus der Bedingung bestimmt, dass qg = Const. die Gleichungen einer Krüm- 
mungslinienschaar darstellt, und wenn man für p den dieser Schaar zugehörigen 
Krümmungsradius wählt. In Beziehung auf die Variable y bleibe es vorbe- 
halten. eine beliebige Function derselben als neue Variable einzuführen. wo- 
durch die oestellten Bedingungen in Nichts verletzt werden. 

Die Einführung der eben definirten Variablen p, q als unabhängiger 
Variablen ist im Allgemeinen für jede Fläche auf zwei Weisen möselich: eine 
Ausnahme hiervon bilden offenbar die Ebene und die Kusel. für welche sie 
gar nicht, und diejenigen Flächen, deren einer Hauptkrümmungsradius längs 
der correspondirenden Krümmungslinie unverändert bleibt. wie z. B. die de- 
veloppabelen und die Canalllächen, für welche diese Einführung nur auf eine 
Weise möglich ist. 

Sind &, „. © die Coordinaten des dem Krümmungsradius 9=p enl- 


sprechenden Krümmungsmittelpunktes, so ist: 


‘ 


A. z-5=pÄ, y-n=pY, 3—-6=pZ, 


, r £ ’ n T ( Y 02 j 
In Beziehung auf den Punkt (x > dp. y- „ap, 34-- > dp) werden diese 
l 


(dleichungeen: 


C A: )dp =» „dp Adp, 


cp op 
r oy n IN ey 
Re a op ‚ap ur -Ydp, 


02% 05 \ 0oZ ’ 
(- = — = ) dp P- 7 dp -+- Zdp. 


Einer alleinigen Veränderung von p entspricht. vermöge der Definition der 
Variablen p, g. ein Fortrücken vom Punkte (x, y. x) zum Punkte (cv +dx, 


y-+-dy, 3+dz) der Krümmungslinie q = Const. 


In Foloe dessen ist nach den Gleichungen (2. 
Or ON oy oY 03 oZ 
5 dp = p ;°7 dp. mr P- 2 dp, > dp=p 2 dp, 





- 
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und die Gleichungen (5.) ergeben: 


( Mn C Bi B r & 
2 EN e; 
op op op 
« oY ( 
Ne, Vo 
/ op cp cp 
r S ( Z e ( Ü 
rue an, 
\ cp» ( pP ( p 


Hiernach bestimmen sich die Coordinaten x, 4, 3 durch die Coordinaten des 
entsprechenden Krümmungsmittelpunktes folgendermassen : 


BER 2 o& on u ou 
i®, z=sS—-D —. l :n—D»D e Z M I —ı 
ne Pop» Yan der 


Die Substitution dieser Werthe von x, 9, =, Ä, Y, Z in die Gleichune: 


führt auf die folgende: 


5) +€ Ti 2] 


0E OE , öm in, &% , dE 
i oh -( 5 - - — -F=0, 
P) op og cp ecoq cp cäg/ 2% xcg 


welche sich wegen: 
in 
ap eg 
verwandelt. 
Aus derselben folgt. dass auf der Fläche der Krümmungsmittelpunkte 
den Variablen p und q zwei Systeme von Curven entsprechen. welche sich 
jedem Punkte unter rechten Winkeln schneiden. Dasjenige dieser Systeme, 
für welches allein » veränderlich ist. ist. wie bekannt, ein System geodälischer 
Linien. 
Vergleicht man die erste Reihe der Gleichungen (6.) mit den Glei- 
chungen (1.). so bemerkt man, dass für die gewählten Variablen 
B=-s, N=®6 
wird. Die in (3.) gegebenen Bestimmungen der Hauptkrümmungsradien zeigen 
alsdann. dass N’ identisch ist mit dem zweiten Hauptkrümmungshalbmesser ©, 
welcher in der Folge der Analogie wegen durch p’ bezeichnet ist. 
Mit Berücksichtigung dieser Bemerkungen und nach Substitution der 
Werthe von x, y, 3. X, Y, Zin&, n, &, stellt sich die zweite Reihe der 
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(Gleichunsen /1.) in foleender Form dar: 











dE 2£ O?& g2£ 
- Erz —p I. 2 - M'—— — p —-., 
( po 4 ( pP cpcog ' 
en o’n vr ON 
—— I = u Di aD —. 
cq cpaüg ( 'p? copog 
öL Pt Ö°t 8° 
——pD ee u M'— —p —-. 
O G ( pe 4 vo» cp 4 


. . . 1 . . o&E ce Go 
welche Gleichungen. nachdem man sie der Reihe nach mit I, —7, 2; 
og’ eg og 


er, [C5)- “m +@)] 


SEN (MN ei PT. WATER un 4 
ee ar>2E eq/ Zu op 437)" r cs Kay 


ergeben. Bezeichnet man durch @ die Summe: 


BEN? NN EN? 
GE (- ( e ) Er } ? 


y 
4 


. Y oE . r . 
so wird. wenn man den. weeen F=0 und — =, verschwindenden Theil 
r C 4 F 


multiplieirt und addirt hat. die Beziehune: 





unterdrückt: 
R p—p' o@ 


vw z— — 
2 cp 


2 
( —; Ve: I P 


I — 


und folelich: 


wo Q eine Function von g allein bezeichnet. 
Die Functionen S, 7, © genügen daher den Differentialgleichungen: 


r_ 8, nm, KE_g 
cp ©g epcgq  cpoeg ? 


ö > ‘ a “2 ol» 
i ON | cn oL a 2. rn 
& er 17, ) +(- —) | (- ) i Ve Ei 
N I ‚og 
in welchen Gleichungen man. unbeschadet der Allgemeinheit, O=1 setzen 


kann. was mit der Einführune von 


fi Odg 


als neuer Variablen aequivalent ist. 
Diese bemerkenswerthen Relationen führen unter der Voraussetzung, 


dass p', d. i. der zweite Hauptkrümmungsradius der vorgelegten Fläche, nur 
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von p abhänge, dass dieser also der Bedineung 


’ 


p A(p), 

welcher ohne Weiteres eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zu subsliluiren ist, genüge, auf die oben ausgesprochenen mit der Theorie 
der abwickelbaren Flächen zusammenhäneenden Folserunsen. 


Unter dieser Vorausselzune erhält man: 


ce 
Ei, Fe F; 4) p(p). 
Das Linienelement do der Fläche der Krümmungsmittelpunkte, welche dem 
Radius p entspricht, wird also: 
do’ = dä’ +dı +dS = dp’ -++gy(p)dg”. 

ein Ausdruck. welcher durch die Wahl der Variablen p und q dem Linien- 
elemente der Fläche der Krümmungsmittelpunkte jeder krummen Oberfläche. 
welche der Differentialgleichung 
p .p 
genügt, gegeben werden kann. 

Es besteht daher foleendes Theorem: 

Die Flächen der Krümmungsmittelpunkte aller Oberflächen. bei denen 
auf eleiche Weise in jedem Punkte der eine Hauptkrümmungsradius allein 
durch den anderen bestimmt ist, sind auf einander abwickelbar. 

Es ist zu untersuchen, ob die durch das eben ausgesprochene Theorem ge- 
oebenen Flächen. deren Linienelement sich in die Form 
dp +-g(p)dg’ 

setzen lässt, die einzigen sind, denen diese Eigenschaft zukommt. Diese Form 
ist bekanntlich diejenige, die bei passender Bestimmung der Funelion g(p) dem 
Linienelemente einer jeden Umdrehungsfläche gegeben werden kann. Unsere 
Frage ist daher identisch mit der: ob eine jede auf eine gegebene Umdrehungs- 
fläche aufwickelbare krumme Oberfläche in dem Systeme der Krümmungs- 
mittelpunktsflächen einer durch die Gleichung p’ = 4(p) characterisirten Flächen- 
familie enthalten ist. 


Es seien 


u = rC0Sq. 
e = rsing, 
oe = F(r) 


49 * 
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die Gleichungen einer Rotationslläche. Für das Quadrat des Linienelementes 


erejebt sich: 


du +do’+dw' = (1- F'(r)dr’ + r’dg". 


- NÄFRTT ar, 


a je) 
sieht demselben die verlanete Form: 


de +-de’ de" = dp’ +g(p)dg. 


Die Substitution 


aus welcher folge: 


Pr 


Bezeichnen &, n, & die Coordinaten des dem Punkte (w,e,w) bei der Ab- 


wiekelung eorrespondirenden Punktes einer auf die Rotationslläche abwickel- 


baren Fläche S. Drei bestimmten Werthen #, e, w entsprechen drei zuee- 
<. Die ersten sind bestimmt durch sewählte Werthe von p 


hörige 5, n,C. 
und q, in Folge dessen auch die letzten. Es sind daher &, 7, © Functionen 


von p und q, welche nach dem Begriffe der Abwickelbarkeit die Bedingung 


dı + de’ + dw’ dS’+ dr’ +d 


verifieiren müssen. Sie erfüllen alsdann die partliellen Differentialgleichungen : 


« EN ei) 
1 (DI): 
' \ep op op 
| har 
9.) | 0 2 08 es Ä cn c N &% 5 


Ä op oeoq cp og r 
p\P) (4 + > 


Man betrachte jetzt die Grössen 


(” 5, 5 

| ’ 
10. ee 
| j u de 

Be w-- - Pi p? 


was allgemein zu reden möglich ist, als die Coordinaten eines Punktes einer 
dritten Fläche T, und bezeichne der Kürze wegen durch X, Y, Z die Dif- 


. . ( & ( N ( - . . 4 . 
ferentialquotienten: — ——-. ——.„ ———- Alsdann sind die Gleichungen 
ep cp» cp = 


Adc-+Ydy+Zdz = 0. 


X+ Y’+Z =1 
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eine Folge der nach der Voraussetzung erfüllten Gleichungen (9.). und sie 
lehren. dass X, Y, Z die Cosinus der Richtung der Normalen im Punkte 
(x,y,z) der Fläche T sind. Es ist leicht, die geometrische Bedeulung der 
Variablen p, q in Beziehung auf diese Fläche zu ermitteln. Man hat nur die 
Werthe der Coordinaten r, y, z und der Cosinus X, Y, Z in die Gleichun- 
sen (1.) einzuführen, um zu bemerken, dass wegen der identisch erfüllten 
Gleichungen: 

ex oX cy oY 03 oZ 

Tec ar a Bald 


die Relationen 
M a2 N () 


stattfinden. In Folse dessen erhält man zur Bestimmune der Hauptkrümmungs- 
:adien in einem Punkte der Fläche T die Gleichunsen: 
9-+0' p+N', 
00 = pN'. 

Aus ihnen und dem Systeme der vorhergehenden ersieht man. dass die Grössen 
q,. p; N der Reihe nach mit dem Parameter der einen Schaar von Krüm- 
mungslinien der Fläche T, dem ihnen entsprechenden Haupikrümmungsradius 
und dem anderen p’ identisch sind. 

Eine schon durchgeführte Behandlung der zweiten Reihe der Glei- 


chungen (1.) führt wieder auf die Gleichung 


( [os EERMT 5 ES \ 
p' (( 4J ) ( 4 ) Wr 7 4 | 


e51 E) (2) ( oa . \ J 
og vg “ 3 2 | = op e 


welche sich vermöge der letzten der Gleichunsen /9.) in 


Pf .; 
Y\Pp I Y\P) 
verwandelt. Aus dieser ereoiebt sich: 
4 ' ie dp . 
(11. p=p-Yp(p ,(p)- 
dyp p 


Die Fläche T gehört daher zu der Klasse derjenigen Flächen. bei denen in 
jedem Punkte der eine Hauptkrümmungsradius durch den anderen allein be- 
stimmt ist. Sie hat die Fläche S, wie die Gleichungen (10.). wenn man ihnen 
die Form 


—-5=pÄ, y—-n=pY, s—L=pZ 


giebt. lehren, zur Fläche der Krümmungsmittelpunkte. 
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Das Ergebniss unserer Untersuchung würde daher das Resultat sein, 
dass die Klasse derjenigen Flächen. deren Linienelement die Form 
dp --p(p)dg 
segeben werden kann, in der That congruent ist mit dem Systeme der dem 
Hauptkrümmungsradius go entsprechenden Schaalen der Flächen der Krümmungs- 
mittelpunkte einer durch die partielle Differentialgleichung 
er do 


! RE 7,’ 
0 :0-Y9PiE) — 


N - = ).(0) 
dyYp(Q) 


AN / 


characterisirten Flächenfamilie. wenn nicht ein Umstand zu berücksichtigen 
wäre. der dieses Resultat. obgleich nicht wesentlich. beeinträchtiet. Die 
eben aus den Gleichungen (10.) gezogenen Folgerungen sind nämlich illusorisch 
in dem Falle, dass diese Gleichungen den Lauf einer Fläche nicht bestimmen. 
Alsdann aber sind die Grössen x, y, = bestimmt durch die Werthe einer 
einzigen Veränderlichen 7, die selbst Funetion beider Variablen p, g oder 
einer von ihnen sein wird. Die in Folge der Gleichungen (9.) identisch er- 
füllten Gleichungen 


ox 0% 


cy N 02 oc 


( pP ( 4 up og cp ( 4 i 
( Mb c & oy C 7 2 S oc i ' TER 
——  —— ee I = idee) 
eq eq oq og og vq f Pi 2/ f ‚pP, 
werden unter dieser Voraussetzung: 
(02 08 oy on, 0 oöN\or 


0. 


12.) KoRTar ara Tor 


EEE 


q T og oT og og 


Das Bestehen dieser Gleichungen verlanet entweder 


0x 0& , &y © 02 06 0 
OT og. oT og ' og 
oder 
oT 
cp 


Ist die erste dieser Bedingungen erfüllt, so erfordert die zweite der Gleichun- 
sen (12.), dass: 

(13.) g(p)=4py'(p), also: Y(p)=cp,, 
und folglich: 


ds’ +dn+dS° = dp'+cp'dg'; 


eine Forn des Linienelementes. die nur einer auf eine Ebene abwickelbaren 
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Fläche zukommt. welche Eigenschaft für die Fläche S nicht vorausgesetz! 
sein soll. 

Die Erfüllung der anderen Bedinsune 7 0 redueirt die drei Grössen 

x, y, z auf drei Functionen V, V’, V” von g allein, wonach &, 7, { von 
der Form 

(EU #V, 
(14.) j" —= pU'’-+V, 
= p„U”+V" 


r 


sein müssen, in welchen Gleichung U, U’, U” ebenfalls nur durch 4 bestimmte 
Grössen andeuten. Da in dem Linienelemente der durch diese Gleichungen 
dargestellten Flächen der Coeffiecient g(p) von dg’ nur Function von p sein 


soll. so tritt der zu behandelnde Fall nur ein. wenn 


Y(p) = op +?RPpp-+7; 
wo «@, 5, 7 Constante bezeichnen, oder ebenso allgemein durch eine Ver- 


schiebung des Anfangspunktes von p, wenn 


(15.) Y(p) = ap'-+7. 
Diese Form von Y(p), in welcher die durch (13.) gegebene enthalten ist, ist 
daher die einzige, mit welcher das Eintreten des eben erörterlen Umstandes 
verknüpft sein kann. Zur vollständigen Ermittelung der Flächen. deren Linien- 
element sich in die Form 
ds — dp’-+ (op - 2 dg 

bringen lässt. ist folelich die Kenntniss der durch die aus (11.) hervorgehende 
partielle Differentialgleichung 

' 7 
s ae 
definirten Flächen nicht hinreichend, sondern es ist noch den entsprechenden 
Krümmungsmittelpunktsflächen die Familie der aus geraden Erzeugungslinien 
eebildeten Flächen (14.) mit der Bedingung, dass das Linienelement die ver- 
lanete Form annimmt, beizugesellen. Es hat keine Schwierigkeit, die sechs 
Functionen U und V der Gleichungen (14.) dieser Bedingung gemäss durch 
eine willkürlich bleibende zu bestimmen. Unter den derch sie dargestellten 
Flächen ist z. B. die Schraubenfläche 

&=pcosq, n=psäng, Gag 


enthalten. deren Linienelement gleich dp’+-(p-+a’)dg wird, und die sich nich! 
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wie die Umdrehungsfläche der Kettenlinie 


Re Ey 
( 


ad 2 En 


d 


y- >= ee )» 
welche dasselbe Linienelement liefert. als die Fläche der Krümmungsmittel- 
punkte einer Fläche von constanter negativer Krümmung — 3 ansehen lässt. 

Aus dem eben Bewiesenen ergeben sich folgende auf die Theorie der 
auf Rotationsllächen abwickelbaren Flächen bezügliche Sätze, welche, nach 
Erledigung des auf die partielle Differentialgleichung 00’= ce bezüglichen Aus- 
nahmefalles. ohne Rücksicht auf denselben ausgesprochen sind: 

Das System der dem Hauptkrümmungsradius go entsprechenden Schaalen 
der Flächen der Krümmungsmiltelpunkte einer durch die partielle Diffe- 


rentialeleichung 


characlerisirten Flächenfamilie, constiluirt eine abgeschlossene Klasse von 
auf einander abwickelbaren Flächen. als deren Repräsentant eme mit der 
Function Z bestimmte Rotationsfläche angesehen werden kann. 
Und umgekehrt: 
Die Klasse der auf eine gegebene Roltationslläche abwickelbaren 
Flächen ist congruent mit dem Systeme der dem Radius go entsprechenden 
Flächen der Krümmungsmittelpunkte einer durch die partielle Differential- 


oeleichune 


charakterisirten Flächenfamilie. in welcher die Funelion 4 der vorge- 
lesten Rotalionslläche gemäss zu bestimmen ist. 

Diese Theoreme. welche eine nothwendige und hinreichende Eigen- 
schaft der auf Rotationsflächen aufleebaren Flächen kennen lehren. führen 
wenigstens in einem Falle zur endlichen Darstellung einer vollständigen Klasse 
von auf eine specielle Rotationsfläche abwickelbaren Flächen. Es ist dies 
der Fall, in welchem die zwischen oe und 90’ stattfindende Gleichung diejenige 
der Flächen kleinster Oberlläche 

0-+0' — A) 
wird. deren Integration bekannt ist. Unter dieser Bedingung ist der ge- 
meinschaftliche Ausdruck des Linienelementes aller Krümmungsmittelpunkts- 


lächen dieser Flächenfamilie: 


do = dp -+pdg. 
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Die Umdrehunesfläche. deren Linienelement diese Form annimmt. findet sich 
durch eine leichte Rechnung als durch die Gleichungen 


= — 51 ir? —1-+4log(2r+ yAr —1 
gegeben. In der That. setzt man: 

e jpeosq. 

7 jpsin 1. 

= -Ayp I» —1)--4log (2yp-+y4p—1). 


so ergiebt sich: 
ds’+-dy’+d’ = dp'--pdg. 


wie verlanet! wurde. Die Meridianeurve dieser Umdrehunesfläche ist. wie 


man weiss. die Evolute der Kettenlinie: 
l +xX + x 


y= leer), 


ein Resultat. welches auch ohne Rechnune ersichtlich ist. wenn man sich 


daran erinnert, dass die Umdrehungslläche einer jeden Kettenlinie (um die ent- 

sprechende Axe) eine Fläche ist, welehe der parliellen Differentialgleichung 
9--0' 0 

Genüge leistet. und folglich ist die Umdrehungsfläche ihrer Evolute die ent- 

sprechende Fläche der Krümmungsmilttelpunkte. 

Die Flächen der Krümmungsmittelpunkte der Flächen kleinster Ober- 
läche bilden daher die Klasse der auf die Rotationslläche einer oder 
richtiger jeder Kettenlinienevolute abwickelbaren Flächen. 

Was schliesslich die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen betrifft. 
welche sich unseren Betrachtungen wegen der Form. in welcher dieselben 
geführt wurden, entzogen haben, so überzeugt man sich leicht und auf ver- 
schiedenen Wegen. dass die Flächen ihrer Krümmungsmiltelpunkte. wenn 


solche existiren, wiederum auf eine Ebene abwickelbare Flächen sind. 


Berlin. im Juni 1861. 
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Zur Lehre von den Raumeurven und Flächen. 
(Von Herrn Joh. Nik. Bischoff zu München.) 





2 
E: seien: 

fir, Yo, 21» 51) = V, 
FL Yı> 21» 81) = Ö. 


Fix; . Y . 3 ” ,) — V. 
ch (a5 Ya» IE 85) — () 


die Gleichungen zweier Raumeurven mr” und pgq"" Ordnung. 

Der Grad der abwickelbaren Fläche S$, deren Erzeusende die beiden 
Curven (1.) und (2.) beständig schneidet, ist so eross als die Anzahl von 
Werthen (#,.%ı. 31) oder (23, Y», 2). welche den Gleichungen (1.) und (2.) 
und den folgenden: 


(3.) Yııa -Y3ı = 0, 


ih Rh A| 
ap mg 
"EEE! 
DB b + $ 


- > + 


zugleich genügen. Daher ist mnpq (m-++-n--p--g—4) der Grad der Fläche S. 
Da jede Tangente der Curve (1.) von pg(p+g—?2) Tangenten der Curve (2.) 
und jede Tangente der leizteren Curve von mn (m-+-n—?2) Tangenten der 
ersten geschnitten wird. so ist die Curve (1.) eine pg(p+g—2)fache und 
die Curve (2.) eine ma(m+n—2)fache Linie der Fläche S, deren Klasse die 
mupg(m+-n—2)(p+g—2)" ist. 

Die Coeflieienten in der Gleichung einer Ebene, die für die Curve (1.) 
im Punkte (z,. %ı, 3) Schmiegungsebene ist. sind Funetionen der (&,, Yı, 3) 
von der 3m -+-2—3)"" Dimension. und da diese Coelflicienten. wenn die näm- 
liche Ebene auch noch die Curve (2.) berühren soll, einer Bedingungsgleichung 


genügen müssen. welche hinsichtlich dieser Coeffieienten auf die pg (p+-gq—2)" 


Dimension steigt. so giebt es auf der Curve (1.): Imnpg(m+-n—3)(p-+q—2) 
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solche Punkte (#,. Yyı, 21), deren Schmiegungsebenen zugleich die Curve (2.) 
berühren. Jede solehe Schmiesungssebene ist aber Wendunesberührebene der 
Fläche S, folglich hat 8: 
3mnpqi(m+n—3)(p+g9—-2)+(p+g-3)(m+n—2 
Wendungsberührebenen. 
Sei jetzt für einen Augenblick g der Grad, % die Klasse der Fläche 8, 

d und r die Ordnungen ihrer Doppel- und Rückkehreurve, w die Anzahl der 
Wendunesberührebenen. dann folgt aus den bekannten Gleichungen 

g(g—-1l) = k+Rd-+ör, 

39(9—2) = 6d-+8r-+w 
die nachstehende: 

r = dmnpg(m-+n—?2)(p+g—2). 

Da durch jeden Punkt des Raumes 4m» (mn— 2) —mn (dm--5n—14) Doppel- 
berührebenen der Curve (1.) gehen. so sind die Coeffieienten in der Gleichung 
einer Ebene, welche die Curve (1.) in den Punkten (z,. %ı. 3) und (#7. %ı, 31) 
berührt. Funetlionen der Coordinaten des einen dieser Punkte von der 
[mn (m-+n— 2)" —2 (dm +-9r— 14)" Dimension, und da diese Coeffieienten, 


wenn die nämliche Ebene auch noch die Curve (2.) berühren soll. einer Be- 


dinsunsseleichung eenügen müssen. die hinsichtlich dieser Coeffieienten auf 


t 


die pg(p+g—-2)" Dimension steigt, so giebt es auf der Curve (1. 

I mnpg (p+g— 2) mn (m+n— 2)’ — 2 (Im -+-5n — 14)} 
solche Punktpaare (#1, %ı, 31)» (Xi, Yı, 21), deren Tangenten in einer Ebene 
lieven. die zugleich die Curve (2.) berührt. Jede solehe Ebene ist aber drei- 
[ache Berührebene der Fläche S: daher hat S eine Anzahl von 

Imnpg(p+g— 2) mn (m--n — 2) —2 (Im -+5n—14)) 

Imnpq(m+n—?2)ipg(p +q—-2),—-2 pP +5gy—11)} 
dreifachen Berührebenen. 

Lässt man F mit f, ? mit 9 zusammenfallen und elimmirt aus (2.), 

3.) und (4.) die Coordinalen (5. %, 2. so erhält man eine Gleichung (h.) 
von der 2ınn (m-+n—2)"" Dimension in 7,. Yı, 31, Welche verbunden mit (1.) 
diejenigen Punktpaare (“;., Y1> 21,» (X, 4, 3, auf der Curve (1.) liefert. deren 
Tansenten in einer Ebene liesen und deren Verbindungeslinie die Axe x 
schneidet. Die Gleichune A.) zerfällt aber offenbar erstens in die Gleichung 


der abwicekelbaren Fläche W von der Ordnuns mn/m--n—?2). welche die 


TREE 


eu 
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Tangenten der Curve (1.) zu Erzeugenden hat. und zweitens in die Gleichung 
einer Fläche V ebenfalls von der Ordnung mn (m--n—2). welche allein durch 
ihren Schnitt mit der Curve (1.) die obengenannten Punktpaare (z,. Yı» 3ı)- 
(23. Y2, 2,) giebt. Da die Axe der x von der Fläche W selbst in mn (m-+n—2) 
Punkten geschnitten wird, so muss die Fläche } die Curve (1.) in ebenso vielen 
Punkten berühren und ausserdem die nämliche Curve noch in Amn(mn -2)(m--n—2) 
Punktpaaren schneiden. 

Daher ist der Grad der abwickelbaren Fläche U, deren Erzeugende 
die Curve (1.) zweimal schneiden, 

I mn (mn — 2) (m--n—2). 

Da jede Tangente der Curve (1.) von mn m--n—2)— 4! anderen Tangenten 
der nämlichen Curve getroffen wird. so ist die Curve (1.) selbst eine 
{mn (m--n— 2) 4} fache Linie der Fläche U. 

Für die Klasse der U hat man: Im 'n (m+n—2) —mn (dm-+-5n—14) und 
für die Anzahl ihrer Wendungsberührebenen : ma (3m-+3n— 10) mn (\m-+-n— 2) -— 81. 
Man schliesst hieraus, dass die Ordnung der Rückkehreurve die 

4:  : N 
STATT Yale a—r2)— 8} ist. 

Für die Anzahl t der dreifachen Berührebenen von U ergiebt sich nun. wenn 
man für einen Augenblick g den Grad und w die Anzahl der Wendungs- 


berührebenen von U nennt: 


L m? n’(m-++n— 2) {mn (m+n— 2) — 2 (Im-+9n—14)) = 2mn.g-+ 3t-4+-3w 
oder: 
t = d4m’n’(m-+n— 2) |mn m--n— 2) — 2 (mn + Im + In — 16)! 


— mn (3m -+ 3n— 10) {mn \m-+-n — 2) — 8. 


München. 1861. 
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